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Introduccion

La teoria de la cohomologia de De Rham y los fibrados vectoriales son dos conceptos funda-
mentales en Geometria Diferencial y Topologia Algebraica. La relacién entre estos dos conceptos
se basa en el hecho de que los fibrados vectoriales proporcionan una manera natural de definir
formas diferenciales en variedades, y son justo las formas diferenciales los tabiques con los que
se construye la cohomologia de De Rham.

En 1918, el matemético aleman Hermann Weyl dio la primera definicién formal de los fibra-
dos vectoriales en su libro “Raum, Zeit, Materie” (Espacio, Tiempo, Materia), donde utiliz6 el
concepto para describir la geometria del espacio-tiempo. Definié un fibrado vectorial como una
coleccién de espacios vectoriales, uno en cada punto de un espacio base, junto con una estructura
de continuidad entre ellos. La definicion de Weyl senté las bases para el desarrollo posterior de
la teoria de fibrados vectoriales en matematicas, particularmente en los campos de la Topologia
y la Geometria Diferencial. Su definiciéon fue mas tarde perfeccionada y ampliada por otros ma-
teméticos como Elie Cartan, Fritz Noether, Michael Atiyah y Raoul Bott.

Por otra parte, en la década de 1920, el matemaético francés Elie Cartan se dedicé a estudiar
las formas diferenciales. Cartan, especulando sobre las conexiones entre Topologia y Geometria
Diferencial, conjeturé lo que hoy se conoce como el Teorema de De Rham en un articulo de
1928. Tres anos mas tarde, en su tésis doctoral de 1931, el matematico suizo Georges De Rham
demostré que las formas diferenciales satisfacen las mismas propiedades que los ciclos y las fron-
teras de la homologia, demostrando que existe una dualidad entre lo que ahora se denomina
cohomologia de De Rham y homologia singular con coeficientes reales. Aunque De Rham no
defini6 explicitamente su cohomologia en este articulo, estaba implicita en su trabajo. Una defi-
nicién formal de la cohomologia de De Rham aparecié hasta 1938.

La relacién entre los fibrados vectoriales y la cohomologia de De Rham se basa en el hecho de
que ambos se utilizan para estudiar las propiedades topoldgicas y geométricas de las variedades
diferenciables. Los resultados de ahi obtenidos, poseen aplicaciones interesantes. Por ejemplo,
en la teoria de gauge, los fibrados vectoriales se utilizan para describir las interacciones entre
particulas subatémicas y se relacionan con la cohomologia de De Rham a través de la teoria de
Chern-Weil. En el estudio de las ondas gravitacionales, la cohomologia de De Rham se puede uti-
lizar para estudiar la topologia del espacio-tiempo y comprender el comportamiento de las ondas
gravitacionales. En particular, en el articulo “Topology of the physical phase space of general
relativity” de J. Barbero (1994), se muestra que el espacio fasico de la relatividad general tiene
una topologia no trivial, que puede ser estudiada utilizando la cohomologia de De Rham. En el
estudio de los agujeros negros, la cohomologia de De Rham se puede utilizar para estudiar la
topologia del horizonte de sucesos de un agujero negro y comprender el comportamiento de estos
en un contexto mas general. En el articulo “Black Hole Entropy and Differentiable Structures”



de A. Ashtekar y J. Baez (1995), se muestra cémo se puede utilizar la cohomologia de De Rham
para estudiar la entropia de un agujero negro.

El propésito de este texto es desarrollar la teoria de fibrados vectoriales sobre variedades
diferenciables con la profundidad suficiente para poder definir a partir de ellos conceptos como
los campos vectoriales y los campos tensoriales. En el primer capitulo, se definird lo que son las
variedades diferenciables y sus espacios tangentes. En el segundo capitulo, se procederd a definir
el fibrado tangente, y se tomarda como motivacién para introducir a los fibrados vectoriales y
a los sistemas coordenados méviles. En el tercer capitulo, se abordard a los tensores con sus
operaciones y a las formas diferenciales, ademaés de la derivada exterior. Finalmente, en el cuarto
capitulo, se introduciran los conceptos bésicos del Algebra Homoldgica y Teoria de Categorias,
y con ayuda de ellos se estudiara la cohomologia de De Rham.



Capitulo 1

Variedades diferenciables

Las definiciones y los resultados principales de este capitulo son obtenidos de [3, Cap 2], [7],
Cap 3], [6l Cap 2 y 3, de Vol 1], [5, Cap 1].

1.1. Variedades topoldgicas y estructuras diferenciables

Normalmente nuestro primer contacto con la geometria se da con lo que se conoce como
Geometria cldsica o Geometria euclidiana. En ella, consideramos un plano F (llamado plano
Euclidiano) de drea infinita y objetos llamados puntos y rectas. Luego, con los Postulados de Eu-
clides podemos demostrar teoremas muy ttiles e interesantes. Después aprendemos la Geometria
analitica, donde la novedad es que se introducen coordenadas al espacio Euclidiano, dando lugar
a lo que normalmente se conoce como plano cartesiano R2. Todos los resultados de la Geometria
clasica se cumplen en la Geometria analitica.

El proceso de asignar coordenadas a cierto espacio es la clave para entender a las variedades.
La asignacién de coordenadas a un espacio lo hacemos a través de las funciones coordenadas. Para
el caso de R es sencillo. Como sabemos, los puntos de R™ son de la forma ¢ = (¢1, 2, ..., qn). No
debemos confundir puntos con vectores, los vectores siempre los representaremos por columnas

q1

q2

an
La i-ésima funcion coordenada estandar de R™, o simplemente la i-ésima coordenada en R™,
es la funcién r; : R® — R definida por 7;(¢) = ¢;- Como podemos notar, actiia de forma
similar a la funcién proyeccién. Asi, cada punto ¢ = (q1,92,...,¢,) € R™ tiene coordenadas
(r1(q),m2(q), ..., 7n(q)). Quiza el lector piense que es innecesario tener que definir las funciones
coordenadas estandar, pareciera que su tarea es solo complicar la representacién de los puntos de
R™. Sin embargo, la introduccién de estas funciones es necesaria, pues como veremos mas ade-
lante, no hay una forma tunica de asignar coordenadas a los puntos de un determinado espacio.

Las funciones coordenadas por tanto, reflejan el hecho de que un punto no es lo mismo que sus
coordenadas, y jugaran un papel fundamental a la hora de definir las variedades.



El primer paso para definir a las variedades topologicas es conocer lo que son los espacios
localmente euclidianos. La definicién formal es la siguiente:

Definicién 1.1.1. Un espacio topolégico M es localmente euclidiano de dimensién n, si para
todo p € M existe un abierto U tal que p € U y un homeomorfismo ¢ : U — R™. Al par (U, ¢)
lo llamaremos carta y al conjunto U entorno coordenado.

Lo que queremos decir con la definicién anterior es que si consideramos un punto p € M y
nos fijamos en una porcién muy pequena, llamada vecindad, que contenga a p, entonces esta
pequetnia porcién se parece a R™ posiblemente deformado. Si lo anterior sucede con cada punto
de M, entonces M es un espacio localmente euclidiano de dimensién n. Un ejemplo de un espacio
localmente euclidiano de dimensién 1 es la circunferencia S*. Un ejemplo de espacio localmente
euclidiano de dimensién 2 es una esfera S?. En las siguientes imagenes se ilustra como localmente
se asemejan a R y R? respectivamente.

QH

Figura 1.1: Aqui, una pequefia porcién de la circunferencia S', se amplia para mostrar que
localmente se parece a R.

Figura 1.2: Aqui, una pequefia porcién de la esfera S2, se amplia para mostrar que localmente
se parece a R2,

La gréfica de la funcién f(z) = |z| también es localmente euclidiana. En este caso, a diferencia
de los ejemplos anteriores, en el punto (0,0) se observa que pareciera que “doblamos” al espacio
R formando asi un pico (a esto nos referfamos anteriormente con “posiblemente deformado”).

El papel que juega la funcién ¢ en la definicién anterior es justamente la de asignar coorde-
nadas a los puntos de U C M. De hecho, las cartas (U, ¢) se llaman as{ porque su tarea es la de
funcionar como mapas del espacio M, es decir, nos diran las ubicaciones de los puntos de M. Note-
mos que la funcién ¢ esta determinada por n funciones componentes z; : M — R, con 1 <1i < n,
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a las cuales llamamos coordenadas locales en U o simplemente coordenadas en U. Las coordena-
das en U se definen por z; =r;0¢ : M — R, donde 7; es la i-ésima funcién coordenada estandar
de R™. De esta manera, para p € M, sus coordenadas son ¢(p) = (z1(p), x2(p), ..., n(p)) € R™.
Con frecuencia denotaremos a las cartas haciendo explicitas a las funciones componentes de ¢,
esto es (U, ¢) = (U, 21,22, ..., Tp).

Ejemplo 1.1.1. La circunferencia unitaria S* es localmente euclidiano de dimension 1.

En efecto, el conjunto S! es un espacio topoldgico visto como subespacio de R?. Luego,
consideremos el abierto U; = STN{(x,y) € R? : y > 0} y la funcién ¢; : U; — (=1,1) CR
dada por ¢1(z,y) = z. Es claro que ¢; es un homeomorfismo, pues es continua y su
inversa ¢; ! : (—1,1) — U; dada por ¢ (x) = (z,v/1 — 22) también es continua. Por
tanto, para el arco superior de S, es decir, S'N{(z,y) € R? : y > 0}, una carta es (Uy, ¢1).

Consideremos ahora el abierto Uz = S* N {(z,y) € R? : y < 0}, que serfa el arco inferior
de S1, y a la funcién ¢9 : Uy — (—1,1) dada por ¢2(z,y) = z. Nuevamente, ¢y es
un homeomorfismo, pues es continua y su inversa ¢;'(z) = (z, —v/1 — 22) también es
continua. Asi, (Us, ¢2) es una carta para el arco inferior. Notemos ahora que los puntos
(1,0) y (—1,0) no estan contenidos en Uy ni en Us, de forma que debemos hallar cartas
para ellos también, pues la definicién lo exige.

Consideremos el abierto Uz = S* N {(z,y) € R? : < 0}, que seria el arco izquierdo de
S1, donde claramente (—1,0) € Us. Su respectivo homeomorfismo serfa ¢3 : Us — (—1,1)
dado por ¢3(z,y) = y y su inversa ¢35 (y) = (—/1 — 42, ). En consecuencia, (Us, ¢3) es
una carta para el arco izquierdo. Finalmente, el abierto Uy = S' N {(x,y) € R? : x > 0},
que serfa el arco derecho de S', cumple claramente (1,0) € Uy. El respectivo homeomor-
fismo serfa ¢4 : Uy — (—1,1) dado por ¢4(x,y) =y y su inversa ¢;*(y) = (v/1 — 42, %).
De esta manera, (Uy, ¢4) es una carta para el arco derecho. Hemos probado asi que S!
es localmente euclidiano de dimensién 1.

Notemos que las cartas (Uy, ¢1) y (Uy, ¢4) asignan distintas coordenadas a los puntos del
arco de S que estd en el primer cuadrante. Por ejemplo, el punto (0.6,0.8) € S* tiene
coordenadas ¢1(0.6,0.8) = 0.6 bajo la carta (U;,¢1) y coordenadas ¢4(0.6,0.8) = 0.8
bajo la carta (Uy, ¢4). jUn punto no es lo mismo que sus coordenadas!

\.

Definicién 1.1.2. Una wvariedad topoldgica de dimensiéon n es un espacio topoldgico M que es
de Hausdorff, segundo numerable y localmente euclidiano de dimensién n.

La circunferencia S* es un ejemplo de variedad topolégica. Probamos ya que es localmente
euclidiano de dimension 1, por otra parte, las condiciones de ser de Hausdorff y segundo nume-
rable también las cumple pues es un subespacio de R2. Recordemos un subespacio “hereda” las
propiedades de ser de Hausdorff y segundo numerable de su “espacio padre”.

Una vez que hemos definido nuestro objeto de estudio, nuestro siguiente objetivo es poder
usar las herramientas desarrolladas en cédlculo pero esta vez sobre variedades. Para ello debe-
remos introducir las definiciones correctas de tal forma que el desarrollo de la teoria se sienta
“natural”. El puente que nos permite introducir los conceptos del calculo en las variedades es una
estructura que asociamos a las variedades, llamada estructura diferenciable. Ella nos permitira
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definir funciones diferenciables, campos vectoriales y un gran nimero de conceptos muy utiles.
Antes de definir dicha estructura, conviene conocer la motivaciéon de su definicién, y es justo lo
que analizamos a continuacién.

La idea de una funcién continua f : M — R tiene sentido porque estd definida entre espa-
cios topoldgicos, pero la nocién de una funcién diferenciable f : M — R en principio no tiene
sentido. La razén es que la definiciéon de funcién diferenciable que conocemos de los cursos de
analisis involucra que el dominio de la funcién sea R™ y el codominio R™, para m,n € N. Carece
de sentido para nosotros hablar en general de una funcién diferenciable cuyo dominio es una
variedad M. Seria razonable y natural proponer la siguiente definicién: Si U C M es un abierto
y elegimos un homeomorfismo ¢ : U C M — R™, decimos que f : M — R es diferenciable en
U, si se cumple que fo ¢t : ¢(U) C R® — R es diferenciable en ¢(U). Sin embargo, existe
un problema, y es que podria existir otro homeomorfismo v : V' — R”, con U NV # (}, que no
cumple que foy~!:(UNV) C R™ — R sea diferenciable. En otras palabras, el concepto de
diferenciabilidad seria relativo al homeomorfismo. Un ejemplo sencillo que ilustra lo anterior es el
siguiente: sea M = R. Consideremos las cartas (R, Ig) y (R, ¢), donde Iz : R — R es la identidad
y ¢ : R — R tiene regla de correspondencia ¢(x) = x3. Entonces, si f : M — R es también la
identidad, tenemos que (f o Iﬂgl)(x) = x es diferenciable en x = 0, pero (f o ¢~ ')(z) = 2'/3 no,
pues ¢~ (z) = '/ no es diferenciable en z = 0.

Nuestras intenciones son no renunciar a la definicién propuesta anteriormente, de modo que
debemos solucionar el problema que ha surgido, es decir, queremos que el concepto de diferen-
ciabilidad no dependa de la carta elegida. Para ello, notemos que si exigimos seleccionar solo a
los homeomorfismos ¢ y ¥ que cumplan que

poyp L p(UNV) = d(UNV) (1.1)
Yodp l:p(UNV) = p(UNV) (1.2)

sean diferenciables, automaticamente se elimina el problema que teniamos. Asi, bajo la exigencia
anterior, nuestra definicion propuesta de funcién diferenciable no depende de la carta elegida.
Notemos que lo tnico que hemos hecho es no tomar en cuenta a aquellos homeomorfismos que
no sean diferenciables bajo las composiciones y 7 y es justo esto, como veremos més
adelante, lo que nos permitird dar aquella estructura a M de la que habldbamos anteriormente.
Lo anterior motiva las siguientes definiciones.

Definicién 1.1.3. Dadas dos cartas (U, ), (V,1) de una variedad topolégica M, llamamos
funciones de cambio de coordenadas a las funciones (1.1)) y (1.2). (Figura 1.2.1).

Definicién 1.1.4. Decimos que dos cartas (U, ¢), (V,4) de una variedad topoldgica son C'*°-
compatibles, si sus funciones de cambio de cooordenadas son C*°, es decir, se pueden derivar
infinitas veces obteniendo siempre derivadas continuas.

Es posible que el lector sospeche que la relacién “ser C*°-compatible” entre cartas sea una
relacién de equivalencia. Sin embargo, a pesar de ser reflexiva y simétrica, la transitividad no
se cumple siempre. Para verificarlo, consideremos tres cartas (Uy, ¢1), (Us, ¢3), (Us, ¢3) v supon-
gamos que (U, ¢1) es C°-compatible con (U, ¢2), y (Ua, ¢p2) es C°°-compatible con (Us, ¢3).
Note que las tres cartas estdn simultdneamente definidas en la triple intersecciéon Uy N Uz N Us.
Por tanto, la composicién

p30¢7 = (p30h3")o(paogrt)
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es C°, pero solo cuando el dominio es ¢1(U; NU;NUs), y no necesariamete cuando el dominio es
¢1(U1 NU3). A priori no sabemos nada de ¢3 o qbl_l en el dominio ¢ ((U1 NU3)— (UN02N Ug)),
de modo que no podemos concluir que (Uy, ¢1) v (Us, ¢3) son C*°-compatibles.

Figura 1.2.1

Definicién 1.1.5. Un atlas de clase C*° de una variedad M es una familia A = {(Ua, ¢a)}
de cartas que son C'°°-compatibles por pares y ademas M = J, U,. Por otra parte, una carta
(V, 1) es compatible con A, si (V,v) es C°°-compatible con cada (U, ¢o) € A.

Lema 1.1.0.1. Sea {(Uy,da)} un atlas de clase C de una variedad M. Si (V,v) es C>-
compatible con el atlas {Uy, da}, y (W,w) es C°-compatible con el atlas {(Uy, da)}, entonces
(V) y (W,w) son C*°-compatibles.

Demostracion. Sea p € VNW. Necesitamos probar que wot =1 es O en ¥ (p). Como {(Us, ¢u)}
es una atlas de clase C*° de M, p € U, para algin «. Entonces p esta en la triple interseccién
VN W NU,. Luego, como wo =t = (wo g t)o(dgotp™t) es C® en (V. NW NU,), tenemos
en particular que es C* en 9 (p). Y como p era un punto arbitrario de U N W, hemos probado
que wo ™t es C en 1(V NW). De manera andloga, 1 ow™! es C* en w(V N W). O

Teorema 1.1.1. Todo atlas A= {(Uy, o)} de clase C de una variedad M estd contenido en
un dnico atlas maximal.

Demostracion. Definimos el conjunto parcialmente ordenado (P, <), donde P es el conjunto de

todos los atlas de clase C°, y el orden < estd definido por la inclusién C (la inclusién en efecto

determina un orden parcial). Asi, A; < Ay si y sélo si A1 C Ay. Observe que toda cadena
n

Ay <o < A, estd acotada por A = |J 4;, y en consecuencia por el lema de Zorn se tiene que

=1

existe M € P tal que M es maximal.

Para la unicidad, sea M el atlas maximal que acabamos de deducir por el lema de Zorn, donde
claramente contiene a A. Supongamos que existe otro atlas maximal M’ que contiene a A, de
forma que todas las cartas en M’ son compatibles con A, y en consecuencia, pertenecen también
a M. Esto prueba que M’ C M. Pero como ambos son maximales, tenemos que M’ = M. [
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Al atlas maximal le llamaremos estructura diferenciable, y es justo la estructura que bus-
cabamos. Asi, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.1.6. Una variedad diferenciable es toda variedad topoldgica M que tenga una
estructura diferenciable D = {(U,, ¢ )}. Se le denota por (M, D).

Con lo probado anteriormente, tenemos que para mostrar que una variedad M es una variedad
diferenciable, inicamente debemos verificar dos cosas

= M es espacio de Hausdorff y segundo numerable.

= M tiene un atlas de clase C* (no necesariamente maximal, pues el teorema anterior ga-
rantiza su existencia).

De aqui en adelante nos vamos a referir a las variedades diferenciables simplemente como
variedades.

7

Ejemplo 1.1.2. La circunferencia unitaria S* es una variedad diferenciable.

Hemos probado que S! es una variedad topolégica, de modo que es de Hausdorff y segundo
numerable. Por otra parte, es sencillo verificar que las cartas dadas en el ejemplo 1.1.1
constituyen una estructura diferenciable.

Ejemplo 1.1.3. El espacio R™ es una variedad diferenciable.

Es claro que R™ una variedad topolégica. Podemos asignarle la estructura diferenciable
Ugn, que es aquella que tiene a la carta (R™, Ign), donde Ig» es la funcién identidad de
R™. A dicha estructura diferenciable la llamaremos estructura di ferenciable usual de R™.

Es importante notar que una variedad topoldgica puede tener distintas estructuras diferen-
ciables.

Ejemplo 1.1.4. Dos estructuras diferenciables para R.

Consideremos a la variedad diferenciable (R,Ur) y también a la variedad diferenciable
(R, V), donde V contiene a la carta (R,g), con g(z) = 23, y también a todas las cartas
que son C'*°-compatibles con (R, g). Es facil verificar que (R,Ur) y (R, V) no son iguales,
pues (R, Ig) ¢ V ya que (R, Ir) y (R, g) no son C*°-compatibles.

Proposicién 1.1.1.1. Sea M un conjunto, y supongamos que existe una familia {Uy} de sub-
conjuntos de M, junto con funciones inyectivas ¢o : Uy, — R™ para todo «, tal que se cumplen
las siguientes condiciones:

(i) Para todo o, ¢o(Uy) es un abierto de R™.

(11) Para cualesquiera ., 8, se cumple que ¢o(Us NUB) y ¢5(Uy NUg) son abiertos de R™.

(iii) Siempre que Uy NUg # 0, ¢pg 0 ¢t : ¢o(Ua NUg) — ¢p(Us NUg) es C.
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(iv) La familia {U,} es numerable y cubre a M.
(v) Para cualesquiera p,q € M, existen los conjuntos disjuntos Uy, Ug conp € Uy y q € Up.

Entonces M tiene una estructura diferenciable tal que las cartas (Uy, o) pertenecen a dicha
estructura.

Demostracion. Definimos la topologia tomando como base los conjuntos de la forma ¢, 1(V),
donde V' C ¢4(U,) es abierto. Para probar que estos conjuntos son en efecto una base para una
topologfa, consideremos los conjuntos ¢ (V) y qSEl(W). Las propiedades (i7) y (¢i¢) implican
que ¢q © gbgl(W) es un subconjunto abierto de ¢o(U, N Ug), y por tanto también de ¢q(Uy).
Asi,sipe ¢ (V)N (bl;l(W), entonces

ba (VN oo oy (W) = (V)Noz (W)

es un elemento de la base que contiene a p. Cada funcién ¢, es entonces un homeomorfismo (por
definicién), y asi M es un espacio topoldgico localmente euclidiano de dimensién n. Por (iv),
{Ua,} es una coleccién numerable de conjuntos U, que cubren a M, cada U,, tiene una base
numerable, y la unién de todos ellos es una base numerable para M, de modo que M es segundo
numerable. Por (v), se tiene que M es un espacio de Hausdorff. Finalmente, (7i7) garantiza que
la coleccion {(Uy, ¢o)} es un atlas de clase C°.

O

Ya que tenemos definido lo que es una variedad diferenciable, tenemos todos los ingredientes
para dar la definicién formal de una funcién diferenciable entre variedades diferenciables.

Definicién 1.1.7. Sean (M, A) y (N, B) variedades diferenciables de dimensién n y m respecti-
vamente. Una funcién continua f : M — N es diferenciable en p € M, si existen las cartas (U, ¢)
con p € Uy (V,1) con f(p) € V, tales que la composicién 1o fo¢~! : R® — R™ es diferencia-
ble (en el sentido usual del célculo multivariable) en ¢(p). La funcién continua f : M — N es
diferenciable si es diferenciable en todo M.

La siguiente pregunta a responder es: ;Qué puede decirse de las diferencias entre las varie-
dades diferenciables (M, A;) y (M, A2)?, es decir, la misma variedad topoldgica con distintas
estructuras diferenciables. En el contexto de las variedades diferenciables, a las funciones que
preservan la estructura se les llama difeomorfismos. Que dos variedades sean difeomorfas signifi-
ca esencialmente que el estudio de una puede reducirse al estudio de la otra. De este modo, bajo
nuestro paradigma, dos variedades difeomorfas son indistinguibles.

Definicién 1.1.8. Sean (M, A) y (N, B) dos variedades diferenciables. La funcién f: M — N
es un difeomorfismo si y solo si f es una biyeccién tal que tanto f como f~! son de clase C°.

Es fécil probar, que (R,Ur) vy (R, V) del ejemplo 1.1.4 son difeomorfas bajo el difeomorfismo
f:R — R dado por f(z) = 2°.

Definicién 1.1.9. Sea (M, D) una variedad diferenciable de dimensién n, (U, ¢) una carta y
f M — R una funcién diferenciable. Recordemos que r; es la i-ésima funcién coordenada
estandar de R™. Definimos la derivada parcial de f con respecto a x; en p como

° —1
L) = A2 ()
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s —1
donde %(gb(p)) es la derivacién parcial usual de funciones de R” a R respecto a la i—ésima
coordenada.

La prueba de la siguiente proposicién es inmediata.

Proposicién 1.1.1.2. Si (U, z1, 22, ...,&,) es una carta de una variedad diferenciable, entonces
axi:&: 1, sii=j,
Oz J 0, sii#j.

Definicién 1.1.10. Sea f : N — M una funcion diferenciable. Si (U, ¢) = (U, x1,x2,...,2,) ¥y
V) = (V,y1,Y2, ..., ym) son cartas de N y M respectivamente, tales que f(U) C V, definimos
por

fir=yiof=mriotpof:U—-R

a la i-ésima componente de f en la carta (V, ). A la matriz [8f ’] le llamamos matriz Jacobiana

ox;
de f relativo a las cartas (U, ¢) y (V, ). Cuando N y M tienen la misma dimensién, el determi-
nante det[gg{ £] se llama determinante Jacobiano de f relativo a las dos cartas. El determinante
J

O(f1,f2,--,fn)

Jacobiano también se denota por .
O(x1,22,..-,Tn)

De aqui en adelante, nos referiremos con frecuencia a las variedades diferenciables simple-
mente como variedades, y las denotaremos simplemente por M, sin especificar su estructura
diferenciable.

1.2. Espacios tangentes

Una herramienta bésica pero poderosa para analizar el comportamiento de funciones de ma-
nera local es el principio de linealizacion, segin el cudl podemos aproximar el comportamiento de
una funcién complicada a una funcion lineal que es mas sencilla. Un ejemplo de esto es cuando
mediante el Teorema de Taylor hallamos un polinomio de grado 1 que, considerado en una vecin-
dad muy pequena, la funcién original y el polinomio son indistinguibles. Lo que nos interesard es
analizar el comportamiento de funciones entre variedades diferenciables. Este andlisis en general
se vuelve complicado, asi que usaremos el principio de linealizacion para facilitar la tarea. Como
sabemos, las variedades diferenciables de dimension n al considerarse en vecindades pequenas se
parecen a R™, y la ventaja que tienen los espacios R™ es que son a su vez variedades diferenciables
y espacios vectoriales. De esta manera, cualquier variedad diferenciable, al considerarse en una
vecindad muy pequena, es indistinguible a R™ como espacio vectorial. En consecuencia, para una
funcién entre variedades f : N — M, podemos hallar la funcién lineal (o transformacién lineal)
f+, ala cual llamaremos diferencial de f, que cumple ser la mejor aproximacion lineal a f en una
vecindad muy pequena. Nuestra primera tarea por tanto, y siguiendo la idea anterior, es asignar
a cada punto p € M un espacio vectorial isomorfo a R™ al que llamaremos espacio tangente.

Si U es un abierto de la variedad M, denotamos por C*°(U) al conjunto de todas las funciones
f:U — R que son C*. Observe que con las operaciones de suma y producto de funciones C*°(U)
es un anillo.

Definicién 1.2.1. Sean M una variedad diferenciable, p € M y Uy, U, abiertos de M que
contienen a p. Si f; € C®(Uy) y fo € C*°(Us), decimos que f; y fo estdn relacionadas si y sélo

si existe un abierto U CU; NUs tal quepe U y f1‘U = fg’U.
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Es fécil ver que la relacién anterior es una relacién de equivalencia. A las clases inducidas por
esta relacién las denotamos por [f], y las llamamos gérmenes de la funcidn f en p. Al conjunto
de todos los gérmenes en p, lo denotamos por Cp°(M). Por otra parte, notemos que de manera
local en el punto p, para cada germen podemos definir [f], = f sin ambigiiedad, pues a final de
cuentas los elementos de esta clase terminan siendo la misma funcién para algiin abierto U que
contiene a p.

Definicién 1.2.2. Una funcién D : Cp°(M) — R es una derivacion en p, si es lineal y cumple
la regla de Leibniz, esto es D(fg) = Dfg(p) + f(p)Dg. Denotamos por D,(M) al conjunto de
todas las derivaciones en p.

Definicién 1.2.3. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Un vector tangente en p es una
derivacién en p.

El espacio tangente a M en p es el conjunto T,M de vectores tangentes a M en p; este
conjunto tiene una estructura de espacio vectorial sobre R dada por

(CLDl + bDQ)(f) = CLle + bDQf,
donde a,b € R, D1, Dy € Dy(M) y f € Cp°(M).
Proposicién 1.2.0.1. Si D € D, (M), entonces D(c) =0 para cualquier funcidn constante c.

Demostracion. Por linealidad, tenemos que D(c) = ¢D(1), de modo que es suficiente con probar
que D(1) = 0. Por la regla de Leibniz tenemos que

D(1)=D(1-1)=1-D(1) +1-D(1) = 2D(1)

restando D(1) en ambos lados de la igualdad obtenemos que D(1) = 0.
O

Definicién 1.2.4. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y p € M. Consideremos
un entorno coordenado (U, ¢) de p y una recta c: (a,b) — R™ definida por ¢(t) = ¢(p) + tv con
v e R™ Si f: M — R es una funcién diferenciable, entonces la derivada de f en direccién v, se
define por

_(foo N(4(p) +tv) — (oo (o(p
Do) — i F28760) 1) = (06~ (6(0)
t—0 t

Observe que cuando el vector v en la definicién anterior es alguno de la base candnica e;,
entonces la derivada direccional se trata de la derivada parcial D, f(p) = %(p).
Proposicion 1.2.0.2. Sea M una variedad diferenciable, p € M y f,g € C;,’O(M). Entonces el
operador de derivada direccional evaluada en p con direccion v € R™, denotado por D,| , es un

P

vector tangente en p.

Demostracién. Como f o ¢~! : R® — R, entonces por la derivacién usual se cumple que la

(79) = (Do) T)ato) + F0)D.

derivada del producto fg es D,

g O
P

Lema 1.2.0.1. Sea V C R™ un abierto convexo, con 0 € V y g € C*°(V). Entonces existen
hi,ha,...;hy, € C°(V) tales que

9(9) = 9(0) + > _ qihi(q)
=1
o9

con q = (q1,--sqn) €V y hi(0) = 52(0).
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Demostracion. Sea g € V'y definamos G(t) = g(tq), entonces

1 1 n n 1
9g 9g
—g(0)=G(1) - G(0) = G’tdt:/ i = (tq)dt = 1/ tq)dt
o(0) ~5(0) =61 - 60) = [ @0ar= [N aglaai=3 0 [ 5l
definiendo h;(q) = fol g—fi(tq)dt se obtiene

9(q) — g(0) = Z a:hi(q)

y al sumar g(0) en ambos lados se obtiene el lema.

O
Proposicién 1.2.0.3. La funcién © : R" — D,(M) dada por
U1
Ov) = Vj—— ara v = | . 1.3
Un

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Demostracion. Verifiquemos que © es una transformacién lineal. Sean a € R y v,w € R",
entonces

n

O(av +w) = Z(avi + w;) 0

i=1 Oz Ip
i 0 ° 0

=aO(v) + O(w).

Para la sobreyectividad, sea D € D,(M), (U,¢) = (U, x1,x2,...,x,) una carta con p € U y
[ € C°(U). Definamos g = f o ¢~ !. Restringiendo a dominios adecuados en caso necesario,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que V = ¢(U) es una vecindad convexa de 0 en R™
y ¢(p) = 0. Por el lema anterior tenemos que

9(q) = 9(0) + ZTi<Q)hi(Q)
con ¢ = (q1,...,qn) € R™ y hy(0) = g—fi(()). Ahora, si ¢ = ¢(s), podemos escribir esto como
F(s) = f(p) +D_ri(d(s)hi(é(s))
i=1

=/ + Z ri(@(s))(hi o ¢)(s)
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de modo que la funcién f con variable independiente s se define por
F=Fm)+Y (riog)(hioo)
i=1

con (h; o ¢)(p) = 6\(]cc7’7<71571)(0) Luego, usando que D(f(p)) = 0 (pues f(p) es constante), la regla
de Leibniz y que z;(p) = ri(¢(p)) = ri(0) = 0, tenemos que al aplicar D en ambos lados

ZD@ (hio¢)(p +Zx D(h; o ¢)

Por lo tanto D = >, D(mz) . Haciendo D = D, con

D(x,)

queda probada la sobreyectividad. Finalmente probemos la inyectividad, supongamos que D,, = 0
para v € R™. Aplicando D, a la funcién coordenada x; se obtiene

n 8 n
_ — J—
xj) = E Uia—’ x; = E v;0] = v;
— X lp —
i=1 =1

por tanto, v =0y © es un isomorfismo.
O

Notemos que si © es la transformacién lineal de la proposicién anterior, entonces ©71! :
D,(M) — R™ estd dada por

U1

@*1<ivi£ p):v con v= 1):2 . (1.4)
i=1 " :
Up,

El teorema anterior nos permite pensar en el espacio tangente T, M como si fuera R", pues
son isomorfos. La idea es la siguiente: como toda variedad diferenciable es indistinguible a R™
en vecindades muy pequenas, y a su vez R™ es una variedad y un espacio lineal isomorfo a 1T}, M,
entonces podemos pensar a 1, M como si fuera él mismo aquella porcién pequena de la variedad.
La Figura 1.3 ilustra esto para el caso de la esfera S2. En algunos textos, se suelen dibujar los
espacios tangentes T, M “pegados” a M, como en la Figura 1.4, donde M = S2.
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Bz, T,(S%)

Figura 1.3: Una pequeiia porcién de la esfera S?, es indistinguible a R2, y al ser R? isomorfo a
TpSQ, podemos considerar a 1,5 2 como si fuera R? cambiando simplemente a las bases {ey, ea}

0 0
pOr {6117 612 :

Ty, 8

Figura 1.4: Se muestran los espacios tangentes “pegados” a S2.

Con lo desarrollado anteriormente, podemos introducir el concepto de di ferencial. En algunos
textos en inglés, a la diferencial se le suele llamar “push forward”’. La diferencial de una funcién
es la generalizacién del concepto de derivada que aprendemos en céalculo, y lo que representa es
lo mismo, es decir, es la funcién lineal que mejor se aproxima a la funcién original en vecindades
muy pequenas.

Definicién 1.2.5. Sea f: N — M una funcién C*° entre dos variedades. Para cada p € N, la
funcién f induce una transformacion lineal llamada diferencial de f en p

f* : TpN — Tf(p)M
definida por
(f(Xp))g = Xp(go f) ER
para X, € T,Nyg¢€ C?(”p)(M).
En R™ tenemos una forma canénica o natural de identificar todos los espacios tangentes T, R"

en uno solo mediante traslaciones. Dicho de manera mas detallada; al ser R™ un espacio vecto-
rial, podemos identificar como su origen al vector cero 0. Luego, cada vector del espacio tangente
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T,R"™ puede ser “transportado de manera paralela” para hacerlo coincidir con el origen de R",
consiguiendo asi identificar a T,R™ con TgR™ (justo en esto se basa la nocién de “vector libre”
que se enuncia en muchos libros). De esta forma, para sumar dos vectores v € T,R" y w € T,R"
de dos espacios tangentes distintos, lo que hacemos simplemente es “transportarlos de manera
paralela” al origen, y una vez ahi proceder a sumarlos como si fueran vectores de T;R™ (o mejor
aun, como si fueran vectores de R™, tal como lo hacen la mayoria de libros de célculo diferencial,
pues R™ 2 T;R™). Es por eso que al desarrollar el célculo diferencial en R™ ni siquiera se plantea
la posibilidad de considerar espacios tangentes distintos en puntos distintos, pues todos pueden
ser identificados a uno solo. Entonces surge la pregunta de si lo anterior puede hacerse en general
para cualquier variedad diferenciable, y la respuesta es que no. En una variedad diferenciable
(distinta a R™), para comparar dos vectores asociados a espacios tangentes distintos, debemos
apoyarnos del concepto de conexion afin. La nocion de conexion afin se introdujo para remediar
este problema, pues su propésito es “conectar” espacios tangentes cercanos. La conexién afin es
quien determina como es que debe hacerse el “transporte paralelo” de vectores tangentes sobre
una variedad, ya que no es tan sencillo como en R™, pues la variedad podria tener “curvatura”.
En el espacio R” es sencillo entender el concepto de “paralelismo”, sin embargo la cuestion se
vuelve complicada sobre otras variedades. Las frases y palabras escritas entre comillas en la ex-
plicacién anterior son formalizadas a partir del concepto de conexioén afin. Dicho concepto es uno
de los més importantes en el estudio de la Geometria Riemanniana, y aunque no lo abordaremos
en el presente texto, vale la pena conocer su motivacién.

Sabemos por algebra lineal, que a un espacio vectorial V' podemos asociarle su espacio dual
V*. Lo que nos interesard en esta seccién es estudiar al espacio dual de T, M que denotaremos
por Ty M. Este andlisis es fundamental para entender las formas diferenciales.

Definicién 1.2.6. Si f : M — R es C°, su diferencial es la funcién df : T,M — R tal que
para todop € My X, € T, M,
(df)p(Xp) = Xp f.

Anteriormente dimos otra definiciéon para el diferencial de una funcién, denotada por f.
Comparemos ambas nociones.

Proposicién 1.2.0.4. Si f: M — R es C*°, entonces para p € M y para todo X, € T,M,

£.06) = @), 5|

Demostracion. Como f.(X,) € Ty, R, existe un numero real a tal que

d
*X — a—
£(X) adt\ﬂp)

al evaluar la identidad Ig : R — R, Ig(t) = t, en ambos lados obtenemos: del lado izquierdo
fu(Xp)Ir = Xp(Ir o f) = Xpf = (df)p(X,). Del lado derecho

d dt

:a%:a

por tanto

en consecuencia fy(X,) = a%‘ )
f(p
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Esta proposiciéon prueba que bajo el isomorfismo (1.3) © : R — TR, df es lo mismo que
[+, pues

O((df)p(Xp)) = O(a)
7
= aQ—
dt 1 f(p)
= [« (X;D)
Esta el la razén por la cual llamamos a df y a f. de la misma manera.
Teorema 1.2.1. Sea (U, x1, 22, ...,2,) una carta de M. En cada punto p € U, las diferenciales
(dz1)p, (dx2)p, s (d21)p sOM una base para el espacio dual Ty M.

Demostracion. Tenemos que

0 0 ;
dz)y(—| ) = —=—| z; = &¢
( v )p(axj p) 8o:j pLL' J
por lo tanto {(dx1)p, (dz2)p, ..., (dzs),} son una base para el espacio dual T, M. O

Por el teorema anterior, todo elemento w € T M en U puede ser escrito como una combinacion
lineal

n
w= E a;dx;
i=1

En particular, si f : M — R es C™, entonces la restriccién de la diferencial df a U debe ser la
combinacion lineal

df = zn: aidxi.
i=1

Para hallar a; evaluamos en ambos lados en %:
J

0 = 0
de modo que
of <~
5‘7j = ;aiéj = Gy

y por lo tanto,

n a
df = ; ai_da;i. (1.5)
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1.3. Homotopias diferenciables

Definicién 1.3.1. Sean M y N dos variedades. Dos funciones C*°, f,g: M — N son homotopi-
cas diferenciablemente si existe una funcién C*°

F:MxR—=N

tal que
F(z,0) = f(x) y F(z,1) = g(x)
para todo x € M; la funcién F se llama homotopia de f a g.
Es 1til pensar al parametro ¢ como el tiempo y a la homotopia F' como una funcién que

determina como la funcién f se transforma en g. Si f y g son homotoépicas diferenciablemente lo
indicaremos con la notacién f ~ g.

Ejemplo 1.3.1. Homotopia lineal.

Sean f y g funciones C*° de una variedad M a R. Definamos F' : M x R — R por

Bz, t) = f(z) + t(g(z) — f(2)) = (1 =) f(z) + tg(z)

donde claramente F'(z,0) = f(x) y F(x,1) = g(z), ademas de que F es C*°. Por tanto
f ~ g. En este caso, lo que hace F es unir a f(x) con g(x) mediante un segmento de recta.

Proposicion 1.3.0.1. La relacion de homotopia es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Toda funcién es homotdpica a s{ misma mediante la homotopia trivial F(x,t) =
f(x), de modo que se cumple el ser reflexiva. Por otra parte, si f ~ g, entonces existe una
homotopia F(z,t) tal que es C*°, F'(z,0) = f(z) y F(z,1) = g(z). Una homotopia de g a f esta
dada por H(z,t) = F(x,1 —t) (note que la homotopia H es la misma F' solo que recorriendo
el tiempo en sentido opuesto), y por tanto se cumple la reflexividad. Finalmente, si F es una
homotopia de f a g, y G es una homotopia de g a h, definimos la homotopia H de f a h por

F(z,t) sit <O,
Hiz,t) = F(z,2t) si0<t<y,
’ Gz, 2t —1) sid<t<1,
G(x,t) sit>1,

con la condicién de que F' y G pertenezcan al mismo germen en (z,1/2). As{ en consecuencia,
se cumple la transitividad y por tanto se trata de una relaciéon de equivalencia. O

Definicién 1.3.2. Dos variedades M y N tienen el mismo tipo de homotopia, si existe un par
de funciones f: M — Ny g: N — M talesque go f ~ Iy fog~ In. En este caso f y g se
dicen inversas homotépicas.

Definicién 1.3.3. Una variedad es contrdactil si tiene el mismo tipo de homotopia a un punto.
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Ejemplo 1.3.2. Fl espacio R™ es contrdctil.

Sea p € R™, i : {p} — R™ la funcién inclusién, y r : R" — {p} la funcién constante.
Entonces r oi = Iy, la funcién identidad en {p}. La homotopfa lineal es una homotopia
entre la funcién constante i or : R — R™ y Ign:

Fz,t)=1-t)z+tr(z)=(1—-t)z+1tp

Por tanto, el espacio R™ y el conjunto {p} tienen el mismo tipo de homotopia, y en
consecuencia R™ es contractil.

Definicién 1.3.4. Sean S una subvariedad de M, con ¢ : S — M la funcién inclusiéon. Una
retraccion de M a S es una funcién r : M — S que, restricta a S, es la identidad. En otras
palabras, r o7 = Ig.

Definicién 1.3.5. Sea S una subvariedad de M, una retraccion por deformacion de M sobre S
es una funciéon F : M x R — M tal que para todo = € M,

(i) F(z,0) =z,
(ii) existe una retraccién r : M — S tal que F(z,1) = r(x),
(iii) para todo s € Sy t € R, F(s,t) = s.

En este caso, diremos que S es un retracto por deformacién de M.

Proposicién 1.3.0.2. Si S es un retracto por deformacion de M, entonces S y M tienen el
mismo tipo de homotopia.

Demostracion. Sea F : M x R — M una retraccién por deformacién de M a S donde fi(z) =
F(z,1) = r(x) es la retraccién de M sobre S. Como r es retraccién, la composicién r o4 coincide
con Ig. Ademds, por definicién de retraccién, r o i es f; y la retraccién por deformacién da la
homotopia

fi=ior~ fo=1Im

por lo tanto, r : M — S y i : S — M son inversas homotépicas. O
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Capitulo 2

Fibrados vectoriales

Las definiciones y los resultados principales de este capitulo son obtenidos de [d, Cap 10], [7,
Cap 3].

2.1. Fibrado tangente

En topologia existe el concepto de fibrado o espacio fibrado. Un caso particular de fibrado
es el fibrado vectorial de una variedad diferenciable, que es de lo que nos ocuparemos en esta
seccién. La idea es asociar a cada punto p € M de la variedad diferenciable un espacio vectorial
(por ejemplo, el espacio tangente T, M) y después “unir” a todos los espacios vectoriales de tal
forma que obtengamos a otra variedad diferenciable. Una vez logrado esto, el fibrado vectorial
nos permitirad definir conceptos sobre nuestra variedad original, tales como los campos vectoriales
o las formas diferenciales.

Definicién 2.1.1. Si M es una variedad diferenciable, definimos el fibrado tangente de M,
denotado por T'M, como la unién disjunta de todos los espacios tangentes de M

™ = [[ ,M (2.1)
pEM

donde un elemento de esta unién disjunta es, por definicién, el par ordenado (p, X)), donde
pe My X, eT,M. Ademas, definimos la funcién proyeccién 7 : TM — M por w(p, X,) = p.
Finalmente, llamamos fibra en p al conjunto = *(p).

Es imposible imaginar cémo se visualiza el fibrado tangente, sin embargo més adelante ex-
pondremos una forma ttil de representarlo.

Teorema 2.1.1. Para toda variedad diferenciable M de dimension n, el fibrado tangente T M
tiene una topologia y una estructura diferenciable que la vuelven una variedad diferenciable de
dimension 2n. Con respecto a esta estructura, la proyeccion w: TM — M es C*°.

Demostracion. Comenzaremos por definir a las funciones que conformaran las cartas de TM.
Dada una carta (U, ¢) de M, podemos escribir ¢(p) = (z1(p), z2(p), .-, ¥n(p)). De esta manera
definamos ¢ : 71 (U) C TM — R*" por

p

_ = 0
6(p. X,) = (B(0). 0102, e 00) = (@1(0), 22 (D), w20 (P), 01,02, 00)  cOn Xy = D v
i=1 ¢
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La imagen del dominio de ¢ es ¢(7~(U)) = ¢(U) x R™, el cual es un conjunto abierto de R?".
Notemos que ¢ es una biyeccién sobre su imagen, pues si ¢(p) = ¢ = (q1, 42, .-, gn) € R, su
inversa puede ser escrita como

(q7U17’02a "'avn) = (qlaQ27"'7Q7LaU17U27"'7UTL) = (¢71(Q)7X¢*1(q)) = (p7 Xp)

De esta forma, a partir de la carta (U,¢) de M, obtenemos (7~ !(U),¢). Probaremos que

(m=2(U), ) es una carta de TM. Para esto sean (U, ¢), (V,1) dos cartas para M, y (7~ *(U), $),
(7= 1(V)a)) las respectivas cartas para TM. Asi, los conjuntos

T U)NTTH (V) =o(UNV) xRy @ (U)na (V) =¢(UNV) xR

son ambos abiertos en R?". Probemos que las funciones de cambio de coordenadas @0571 p(UN
V)xR™ = (UNV)xR™ son difeomorfismos. Para ello, notemos que si (U, ¢) = (U, x1, T2, ..., Tp),
(V) = (V,y1,¥2, ..., Yn) son dos cartas para M, entonces para todo p € U NV, existen dos

. d d d d d d y
bases para T, M, que serfan {871|p, 872|p, s B p} y {871|p’ Dzl @L)}. Asi. todo vector
X, € T, M se puede escribir como

- 0 - 0
Xp:jz::lajﬁj p:ZbZ@

i=1 P

Podemos comparar ambas representaciones. Aplicando x; en ambos lados

Similarmente, aplicamndo y; en ambos lados,
_ Oy
() (22)
Ly

De este modo, el cambio de coordenadas v o $_1 P(UNV)xR® - p(UNV) x R™ estd dado
por

(¢(p)7a17a27 "'7an) = ((7/) © ¢71)(¢(p))7 bla b27 ceey bn)

donde los b; estan dados por (2.2). De est4 forma, ) o 571 es C, y de forma andloga ¢ o @71.

Al escoger una cubierta {U; } numerable para M, obtenemos una cubierta numerable {7 ~*(U;)}
para TM que satisfacen las condiciones (i)-(iv) de la proposicién 1.1.1.1. Para la condicién de
ser de Hausdorff (v), simplemente notemos que dos puntos que estén en la misma fibra de m,
estdn en la misma carta; mientras que si (p, X) y (¢,Y) estan en fibras diferentes, existen dos
abiertos disjuntos U;, U; de M tales que p € U; y q € Uj;, y los conjuntos 7 Y U;) y 71'_1(Uj) son
disjuntos, cumpliendo que (p, X) € 7= 3(U;) y que (¢,Y) € 7= 1(U;).

Finalmente, para ver que 7 es diferenciable, simplemente notemos que su representacion con
respecto a las cartas (U, ¢) para M y (7= 1(U), ¢) para TM es w(p,v) = p.
O

Una representacién grafica muy ttil del fibrado tangente es la de dibujar a la variedad M
como una variedad de dimensién 1. Luego, los espacios tangentes T,,M se dibujan como rectas
perpendiculares a M que intersectan en el respectivo punto p. Cada punto de la recta T, M sera
en consecuencia un vector tangente a T, M (Figura 2.1).
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Figura 2.1: Del lado izquierdo se muestra T'M con 7 espacios tangentes. Los puntos rojos corres-
ponden a los respectivos vectores tangentes de la variedad M. En la parte derecha se visualizan
esos 7 espacios tangentes sobre la variedad con los respectivos vectores tangentes.

De manera andloga al fibrado tangente, podemos definir al fibrado cotangente como

M =[] T;M
pEM
y a la funcién proyeccién w : T*M — M por 7(p,a) = p si a € T; M. De esta manera, T*M
también es una variedad diferenciable de dimension 2n y 7 es de clase C°°. Para probarlo se
procede de manera andloga a la demostracién del teorema 2.1.1.

Por otra parte, notemos que si consideramos una funcién continua X : M — TM, lo que
realmente estamos definiendo sobre la variedad es un campo vectorial; es decir, una funcién que
asigna a cada punto p de la variedad un vector de T, M. En adicién, una seccion es una funcién
s: M — TM que cumple que 7o s = I, la funcién identidad sobre M. Decimos que la seccién
es diferenciable si es una funcién diferenciable entre las variedades M y TM (Figura 2.2).

™

M oM (TM | T, M T M T M Ty M

Py L P4

M

e

Figura 2.2: La seccién s pintada en rojo determina en la variedad un campo vectorial.

Asi, tenemos la siguiente definicién.
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Definicién 2.1.2. Un campo vectorial diferenciable X sobre una variedad M es una seccién
diferenciable X : M — T M.

2.2. Fibrados vectoriales

La unién de espacios vectoriales que hemos expuesto en la seccién anterior es un ejemplo
particular de lo que se llama fibrado vectorial o también haz vectorial. La definicién formal es
la siguiente.

Definicién 2.2.1. Sea M una variedad diferenciable. Un fibrado vectorial diferenciable de
rango k es una terna (E, M, ) que consta de un par de variedades diferenciables E (llamada
el espacio total) y M (llamada base), junto con una funcién sobreyectiva (la proyeccién) y
diferenciable 7w : E — M que cumple lo siguiente:

i) Para cada p € M, el conjunto E, = 7~ !(p) C E (llamado fibra de E sobre p) tiene
estructura de espacio vectorial.

ii) Para cada p € M, existe una vecindad U de p en M y un difeomorfismo ® : #=1(U) —
U x R* (llamado trivializacion local de E) tal que el siguiente diagrama conmuta:

N U) —25 U x RF
\U

iii) La restriccién de ® a E, es un isomorfismo de E, a R¥, esto es, ® : E, — {p} x R¥ = RF
es un isomorfismo.

La figura 2.3 muestra una representacién visual util para un fibrado vectorial.

U x R¥

Figura 2.3: Representacion de un fibrado vectorial.

Como podemos observar, la representacién del fibrado vectorial es andloga al del fibrado
tangente de la figura 2.1. De hecho, un ejemplo de un fibrado vectorial es justamente el fibrado
tangente. Asi, tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.2.0.1. Una variedad M de dimension n con su respectivo fibrado tangente T M
y la funcion proyeccion m : TM — M definidos como en en el Teorema 2.1.1, constituyen un
fibrado vectorial diferenciable de rango n.

Demostracion. El punto ) se cumple, pues 7~ !(p) = T, M. Para probar ii), consideremos cual-
quier carta (U,¢) = (U,z1,22,...,2,) de M, y definamos la funcién ® : 7=3(U) — U x R®
por

- 0
@(p,;viami p) = (p, (v1, V2 oy V).

Asi definida, notemos que la composiciéon
Y U) S U xR 22 6(U) x R®

es igual al difeomorfismo ¢ del teorema 2.1.1, es decir, ¢ = (¢ X Ign) o ®. Como ¢ y ¢ x Ign son
difeomorfismos, entonces ® también lo es. Ademads, se cumple que m; o ® = 7. Finalmente, para
probar iii) observemos que cuando ® se restringe a alguna fibra T,,M, se cumple que & = 71,
donde © es el isomorfismo de la proposicién 1.2.0.3.

O

De forma andloga a la demostracién anterior, se puede mostrar que (T*M, M, ) también es
un fibrado vectorial.

Con frecuencia sucede que se nos da una coleccién de espacios vectoriales arbitrarios, uno para
cada punto de una variedad, que nos gustaria “unir” para formar un fibrado vectorial. Entonces
surge la pregunta, ; Existe una forma de probar que dicha coleccién de espacios vectoriales forman
un espacio total para un fibrado tangente sin la necesidad de construir una estructura de variedad
diferenciable para ellos?. Como muestra el siguiente teorema, todo lo que necesitamos hacer es
exhibir las funciones que queremos considerar como trivializaciones locales y comprobar que se
superponen correctamente. Pero antes de mostrar el teorema, introduzcamos una variedad que
nos serd de utilidad, llamada grupo lineal general. Usaremos la notacién det A o |A| para denotar
al determinante de la matriz A.

Lema 2.2.0.1. El grupo general lineal de orden n, definido por GL(n,R) := {A € M,xn(R) |
|A| # 0} es una variedad diferenciable de dimension n?.

Demostracion. Sabemos que M, «,(R) es isomorfo a R”z, por tanto damos a M, x,(R) la topo-
logia de R inducida por tal isomorfismo. Como la funcién determinante

det : My n(R) = R

es continua (es un polinomio en las entradas de la matriz), GL(n,R) = det™"(R — {0}) es un

subconjunto abierto de M, x, (R) =2 R™ y es por lo tanto una variedad diferenciable de dimension
2
ne. L]

Lema 2.2.0.2. Sea (E,M,7) un fibrado vectorial de rango k. Supongamos que ® : 71 (U) —
UxRF y W : 77 YV) = V xR¥ son 2 trivializaciones locales de E con UNV # (). Entonces existe
una funcion diferenciable T : UNV — GL(k,R) tal que la composicion ®o¥~! : (UNV)x RF —
(UNV) xR es de la forma

®o U (p,v) = (p,7(p)v),

donde 7(p) es una matriz de tamano k X k.
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Demostracion. Tenemos que 71 o (® o U=1) = 7, lo que significa que

o U (p,v) = (p,n(p,v))

para alguna funcién diferenciable n : (UNV) xR¥ — R¥. M4s atin, para cada punto fijop € UNV,
la funcién v + 1(p,v) de R* a sf misma es una tranformacién lineal invertible, de modo que existe
una matriz invertible 7(p) de tamano k x k tal que n(p,v) = 7(p)v y satisface lo requerido. [

Teorema 2.2.1. Sea M una variedad diferenciable de dimension n, supongamos que para cada
p € M tenemos un espacio vectorial E, de dimension k fija. Sea E = HpeM E, la union disjunta
de esos espacios y m: E — M definida por m(p, E,) = p. Supongamos ademds que contamos con
lo siguiente:

i) una cubierta abierta {Uy}aca de M.
ii) para cada o € A, una funcion biyectiva ®, : 771 (Uy) — Uy x RF.

iii) para cualesquiera o, 3 € A, con Uy, NUg # 0, una funcién diferenciable Top : Uy NUg —
GL(k,R) tal que la funcién ®, o CI)El 1 (Ua NUG) x R — (Uy, NUg) x RF tiene la forma

D, 0D (p,v) = (p, Tap(p)v)- (2.3)

Entonces E tiene una topologia unica y una estructura diferenciable que lo vuelven una variedad
diferenciable. Mds ain, (E, M, r) es un fibrado vectorial diferenciable de rango k.

Demostracion. Para cada p € M, tomemos U, que contiene a p, y (V,,¢,) para M tal que
p € Vp C Uy Definamos ¢, : 71 (V,) = ¢,(V,) x R¥ por ¢, = (¢p X Igr) 0 @y

I
71(V,) 22 v, x RE 222X

o(V,) x R (2.4)
Probaremos que el conjunto {(7~'(V}),¢,) | p € M} satisface las condiciones del la proposicién
1.2.1.1, probando asi que es una estructura diferenciable tinica para FE.

Como ¢,, es la composicién de funciones biyectivas, ¢,, es biyectiva en un conjunto abierto o
en R™ x R*. Para cualesquiera p,q € M, observemos que

B0, = (dp X Ip) 0 By 0 @51 0 (dy x Tar) .

Como ¢p X Ik, ¢pg X Igr y ®o 0 @gl son difeomorfismos, su composicién es un difeomorfismo.
Por lo tanto se satisfacen las condiciones i), i) y 4ii) de la proposicién 1.1.1.1. Por otro lado,
como la cubierta {V, | p € M} tiene una subcubierta numerable, iv) tambien se cumple. Pa-
ra checar la condicién v), notemos que dos puntos cualesquiera en el mismo espacio E, estdn
en alguna de las cartas que hemos construido; mientras que si v € E, y u € E; con p # g,
podemos tomar los abiertos V,, y V; disjuntos, de modo que los conjuntos 7~ 1(V,) y 7~ 1(V,)
son disjuntos, conteniendo a v y u respectivamente. Por lo tanto, F es una variedad diferenciable.

Probemos ahora que (E, M, ) es un fibrado vectorial diferenciable de rango k. Con respec-
to a esta estructura, cada funcién ®, es un difeomorfismo, porque en términos de las cartas
(=1 (V,), ap) para E'y (V, x R* ¢, x Ipx) para V), x R¥, la representacién de @, en coordenadas
locales es la funcién identidad. La representacién en coordenadas lo cales de 7, con respecto a
la misma carta para E y la carta (V),, ¢,) para M, es w(z,v) = x, entonces 7 es diferenciable.
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Como cada ®, manda E, sobre {p} x R¥, es inmediato que T 0 @, = 7, v P, es lineal sobre las
fibras por hipdtesis. Por lo tanto ®,, es una trivializacién local.

El hecho de que esta sea la tnica estructura diferenciable se sigue por el requerimiento de que
®,, sean difeomorfismos sobre su imagen: cualquier otra estructura diferenciable que satisfaga
las mismas condiciones debe incluir todas las cartas que construimos en la prueba, de modo que
debe ser esta misma estructura. O

Teorema 2.2.2. Dados dos fibrados vectoriales diferenciables (E', M, 7') y (E", M, =") de rango
k' y k" respectivamente, existe un nuevo fibrado vectorial (E,M,n) de rango k' + k", cuya
fibra en el punto p € M es la suma directa E, @ E,/. El espacio total seria E = E'@QE" =
]_[peM(EI’, D E}), con la respectiva proyeccion 7 : E — M.

Demostracion. Para cada p € M tomamos una vecindad U de p lo suficientemente pequena de
tal forma que existan las trivializaciones locales (7'~*(U),®') de E' y (#”"~}(U),®") de E", y
definimos ® : 7~ 1(U) — U x RF+¥" mediante

(', 0") = (7' (), (mgr 0 ' (1)), mgaer 0 (1)),
Supongamos que hay otro par de trivializaciones (7'~ 1(U), ®') y (#""~1(U), ®"). Sean
(N U) N7 TN U)) = GL(K,R)

(7N )N AN U)) = GL(E,R)

las correspondientes funciones de transicién. Entonces, la funcién de transicién para E' @ E” es
de la forma

o d~!(p, (v',v")) = (p,7(p)(V',0")),

donde 7(p) = 7'(p) ® 7" (p) € GL(K' + k", R) es la matriz de matrices diagonal

(" )

Como esta matriz depende diferencialmente de p, se sigue del teorema 2.2.1 que (E, M, ) es un
fibrado vectorial diferenciable de rango k' + k. O

El fibrado que hemos construido en el teorema anterior se llama suma de Whitney de E' y
E". Notemos que podemos continuar recursivamente y definir la suma de Whitney de n fibra-
dos vectoriales. Como consecuencia, tenemos los dos siguientes corolarios, cuya demostracion es
practicamente inmediata.

Corolario 2.2.2.1. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Si denotamos por TZ’,“M =
TyM x - x T, M al producto cartesiano de T, M consigo mismo k veces, entonces (T*M, M, )
es un fibrado vectorial diferenciable de rango 2kn, donde T*M es el producto cartesiano de T M
consigo mismo k veces.

Demostracion. Como (T'M, M, ) es un fibrado vectorial, y ademds

T’fMgéTM: I 7im = T @ 1,0),

peEM peM

por el teorema anterior, (T*M, M, 7) es un fibrado vectorial diferenciable de rango 2kn. O
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De manera andloga, se prueba el siguiente corolario.

Corolario 2.2.2.2. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Si denotamos por T;kM =
TyM x---xTyM al producto cartesiano de Ty M consigo mismo k veces, entonces (T**M, M, )
es un fibrado vectorial diferenciable de rango 2kn, donde T**M es el producto cartesiano de T* M
consigo mismo k veces.

2.3. Secciones diferenciables

Definicién 2.3.1. Sea (E, M,7) un fibrado vectorial de rango k. Si U C M, una seccién local
de E sobre U, es una funcién continua s : U — E que satisface que mo s = Iy. Cuando U = M,
a la funcién s la llamamos simplemente seccidn de E (a veces también seccidn global de E).
En adicidn, si s es diferenciable como funcién entre variedades, diremos que la seccién (local o
global) es diferenciable.

Denotaremos por I'(E) al conjunto de todas las secciones diferenciables de E, y por I'(U, E)
al conjunto de todas las secciones locales diferenciables de E sobre U. La figura 2.2 de la seccion
2.1 sirve también como representacion grafica de una seccién en un fibrado vectorial en general.

Proposicién 2.3.0.1. Sean s,t e (U, E) y f € C(U). Entonces
i) la suma s+t :U — E definida por
(s +1)(p) = s(p) + t(p) € Ep,
es un elemento de I'(U, E).
i1) el producto fs:U — E definido por
(fs)(p) = f(p)s(p) € Ep
es un elemento de T'(U, E).

Demostracion. i) Es claro que (s + t) es una seccién, pues (s + t)(p) = s(p) + t(p) € E,. Para
probar que es diferenciable, fijemos p € U y sea ® : 77 }(U) — U x R* una trivializacion.
Supongamos que

(®os)(q) = (q,a1(q), -, ar(q))

(®ot)(q) = (q,b1(q), .-, br(q))

para ¢ € U. Como s y t son diferenciables, a; y b; son elementos de C*°(U). Como P es lineal
en cada fibra,

(@ o (s+1)(q) = (¢, a1(a) + b1(a), -, ar () + br(q))
esto prueba que s+t es diferenciable. Por lo tanto (s +t) € I'(U, E).

i1) Es claro que (s + t) es una seccién, pues (fs)(p) = f(p)s(p) € E,. Para probar que es
diferenciable, notemos que por la linealidad de ® en cada fibra

(®o(fs))(a) = (¢ f(@)ar(@); -, f(Dar(a)),
esto prueba que fs es diferenciable. Por lo tanto fs € T'(U, E). O
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La proposicién anterior prueba que I'(U, E) es un R—espacio vectorial y también un médulo
izquierdo sobre el anillo C*°(U). Por otro lado, es claro que todo lo mostrado anteriormente es
vélido para I'(E).

Definicién 2.3.2. Un sisterna coordenado mdévil (en inglés frame) de un fibrado vectorial dife-
renciable (F, M, 7) de rango k, es un conjunto de secciones diferenciables {s1, ..., si} tales que
para cada p € M, {s1(p), ..., sx(p)} es una base para la fibra E,.

Ejemplo 2.3.1. Sistema coordenado movil para el fibrado producto.

Sea M una variedad y {ey, ..., €1} la base canénica de R™. Definamos ; : M — M xR* por
€;(p) = (p,e;). Entonces {€;, ..., €} es un sistema coordenado mévil del fibrado producto.

Ejemplo 2.3.2. Sistema coordenado mdévil de una trivializacion.

Si ®: 7 Y (U) — U x R* es una trivializacién local, entonces ®~! lleva a {&;, ..., } del
fibrado producto a un sistema coordenado mévil diferenciable {t1, ..., tx} para E sobre U:

ti(p) = @7 (@i(p)) = 27 (p, 1),

con p € U. Llamamos a {t1, ..., t,} sistema coordenado mévil de la trivializacién P.

\

Lema 2.3.0.1. Sean ® : 771 (U) — U x R* una trivializacion. y t1, ..., t, un sistema coordenado

movil diferenciable sobre U. Entonces una seccion s = Zle bit; de E sobre U es diferenciable
si y solo si los coeficientes b; relativos a ty, ..., t, son diferenciables.

Demostracion. Supongamos que la seccién

k
i=1

de F sobre U es diferenciable. Entonces ® o s es diferenciable. Notemos que

k k k
(®os)(p) =Y bi(p)2(ti(p) = Z bi(p)(p, ei) = (p, Z bi(p)ei)-

i=1

Como P o s es diferenciable, todos los b; son diferenciables.

La suficiencia es consecuencia inmediata de la proposicién 2.3.0.1. O
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Capitulo 3

Tensores, formas diferenciales y la
derivada exterior

Las definiciones y los resultados principales de este capitulo son obtenidos de [2, Cap 1], [4]
Cap 12], [, Cap 1], [6, Cap 4, Vol 1], [8, Cap 2].

3.1. Tensores

Definicién 3.1.1. Denotemos por V¥ = V x --- x V el producto cartesiano del R-espacio
vectorial V' consigo mismo k—veces. Una funcién f : V¥ — R es un k — tensor o tensor de grado
k si es lineal en cada uno de sus k argumentos:

flyav+bw,..)=af(..,v,...) + bf(...,w,...)

para todo a,b € Ry v,w € V. Denotamos por L*(V) al conjunto de todos los k — tensores sobre
el espacio vectorial V.

Ejemplos sencillos de 2—tensores son el producto punto en R™, y la operacién de producto
cruz para vectores en R3. Por otra parte, es sencillo verificar que L¥(V') es un R-espacio vectorial
con la operacion usual de suma de funciones y producto de funciones por escalares.

Teorema 3.1.1. Denotemos por Sy al grupo de permutaciones del conjunto {1,2,...,k}. Sea
feLFV), o€ Sy y definimos la operacién of por

o f(v1,v2, .., V) = f(Vo(1), Vo (2)s s Vor(k))
entonces, con la operacion anterior, el grupo Sy actia por la izquierda sobre Lk(V).

Demostracion. Si e es la permutacién identidad, entonces e f(ve(1), Ve(2ys -+ Ve(k)) = f(V1, V2, ..., Vi),
de modo que ef = f. Por otra parte, sean 0,7 € Si, entonces

T(Uf)(vlv U2y .0y vk) = (O—f)(UT(l)v Ur(2)s s UT(k?))
= (o f)(wy,ws, ..., wg) haciendo w; = v, ;)

f(Wo (1), Wa(2), -+ Wo(k))
= f(vT(G'(l))) Ur(a(2))r s vT((T(k))) = f(v('ra)(l)v V(7o) (2)) s ’U(Ta)(k))
= (TO')f(Uh V2, «eey Uk)

de modo que 7(cf) = (1o f). Por lo tanto, Sy actia por la izquierda sobre L*(V). O
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Definicién 3.1.2. Un k—tensor f es simétrico, si para todo ¢ € Si se cumple que o f = f. Por
otro lado, f es alternante, si para todo o € S, se cumple que of = (sgn o) f, donde sgn o denota
al signo de la permutacién o.

Si definimos A¥(V) = {f € L¥(V) | f es alternante}, resulta que A¥(V) es un subespacio
vectorial de L¥(V). De aqui en adelante prestaremos especial atencién a A*(V'), por ello mos-
traremos que existe una forma de obtener un tensor alternante a partir de cualquier tensor de

L¥(V). Dado f € L*(V), definamos
Af = Z (sgn o)of
oc€S)
entonces tenemos la siguiente proposicién.
Proposicién 3.1.1.1. Si f € L*(V), entonces Af € A*(V).
Demostracion. Si T € Sy, entonces

S (sgn o) (o f)

oc€Sk

=Y (sgno)(ro)f

oESk

= (sgn 7) Z (sgn 7o) (7o) f pues (sgn 7o) = (sgn 7)(sgn o)
€Sk

= (Sgn T)Afv

como la suma es para toda o € S, entonces lo es para 7o. O

T(Af)

Proposicién 3.1.1.2. Si f € A*(V), entonces Af = (k!)f.

Demostracién. Como f € A¥(V), tenemos que of = (sgn o)f, y (sgn o) es £1, de forma que

Af =S (sgno)of = 3 (sen o)(sgn o) f = (KD F.

o€Sk o€Sk
O

Definicién 3.1.3. Sean f € L¥(V) y g € L*(V). El producto tensorial de f y g, es un (k +
s)—tensor denotado por (f ® g), que se define como

(f®9) (01, ey Vkts) = F(U1, s )Gkt 1s ooy Vkts)-

Como f(v1,...,05) ¥ g(k+1,---s Vg+s) son nimeros reales, se sigue inmediatamente que el pro-
ducto tensorial es conmutativo y asociativo para tres tensores de distinto grado. Hemos intro-
ducido el producto tensorial para definir en términos de él una operacién entre tensores méds
interesante, llamada producto cuna.

Definicién 3.1.4. Si f € A¥(V) y g € A*(V), definimos el producto cuia de f y g como

fAg= AU ©9) € AF(V),
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Mas explicitamente, podemos escribir el producto cuna como

1
(f /\g)(vla "-7Uk:+5) = W Z (Sgn U)f(v0(1)7 '~~7/Ucr(k))g(fva'(k+1)7 "'7U0(k+s))~

0ESk4s
Si k =0, el elemento f € A°(V) es simplemente una constante c. En este caso
1
chNg= El Z (sgn o)cg(vy, ..., vs)
oS,

de modo que cAg=cg parace Ry ge A*(V).

La definicién del producto cuna puede parecer extrana y poco natural, se ha introducido sin
enunciar alguna motivacién o propésito. Sin embargo, tiene una finalidad muy sencilla que sera

expuesta mas adelante en esta seccién. Por ahora, nos limitaremos a demostrar algunas de sus
propiedades mas importantes.

Proposicién 3.1.1.3. El producto curia es anticonmutativo: si f € A*(V) y g € AL(V), entonces
frg=(=Dgnf.

Demostracion. Definamos 7 € Si4; como la siguiente permutacién:
_ 1 . l I+1 ... l+k
TT\k+L kD1 ok

T)=k+1,...;7(l+k)=k

de este modo

entonces

oc)=0or(l+1),...,0(k) =07(l+k)
olk+1)=01(1),...,0(k+1)=07(1).
Asi, para vy,..., v €V,

A(f@g)(vr,...,0641) = Z (sgn U)f(”a(l)w-~7'Uo—(k))g(va(k+1)a-~-ava(k+l))

€Skl

= Z (sgn U)f(vaf(l+1)7~--,UUT(l+k))g(%r(1)7~-~,UUT(l))

oESK41

= (Sgn T) Z (Sgn UT)Q(”UT(I)? s 7UUT(l))f(UO'T(l+1)7 cee 7”0'7'(l+k))

UESk+l
= (sgn 7)A(g ® f)(v1,...,Vk11).

La ultima igualdad se deduce del hecho de que, mientras ¢ recorre todas las permutaciones en
Sk+1, también lo hace o7. Hemos demostrado

A(f®g) = (sen T)A(g ® f),

dividiendo entre k! I! obtenemos
fAg=(sgnT)gAf

y por las propiedades de las permutaciones tenemos que (sgn 7) = (—1)*!. Por tanto

fAg=(=D)Fgnr

36



Corolario 3.1.1.1. Si f € L*(V) con k impar, entonces f A f = 0.

Demostracion. Por anticonmutatividad,

JAf=(EDFR A== AL,
ya que k es impar. Por lo tanto, 2f A f = 0. Dividiendo entre 2 se tiene f A f = 0. O
Lema 3.1.1.1. Sea f € L¥(V) y g € LY(V)). Entonces
i) A(A(f) @ g) = KLA(f @ g)
i) A(f @ A(g)) = NA(f @ 9)

Demostracion. i) Por definicién

A(A(f)®g) = Z (sgn a)o( Z (sgn 7)(7f) ®g>.

0ESKt1 oESK

Podemos ver a 7 € S también como una permutacién en Si4; fijando k + 1,...,k + . Visto de
esta manera, 7 cumple

(tHleg=1(f®g).
Por tanto

AAN @9 = Y > (sgno)(sgn 7)(o7)(f @ g).

O'ESk-Jrl TESK

Para cada p € Siy; y cada T € Sy, existe un elemento tinico 0 = ur~! € Sy, tal que pu = o7,
por lo tanto cada p € Si4; aparece una vez en la suma doble anterior por cada 7 € Sk, y por lo
tanto k! veces en total. Asi, la suma doble se puede reescribir como

AA(f)®g) =k > (sgn pu(f ®g) = KA(f @ g).

HESk11
La igualdad i) se prueba de manera andloga a ). O

Proposicién 3.1.1.4. El producto cuiia es asociativo: si f € A¥(V), g € A{(V) y h € A™(V),
entonces
(FAg)Nh=FN(gNAh).
Demostracion. Por definicién de producto cuna
(IR Ab = G A A g O )
1 1
(k + D)lm! k!
(k+ D!

= mfl((f ®g)®h) por el lema anterior

1

A(A(feg)®h)

Por otra parte,

A = Al @ grAle )

E(l+m
1
= WA((JC@)!J) ® h).
Por tanto (f Ag) Ah=fA(gAh). O
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En vista de la proposicién anterior podemos omitir los paréntesis y escribir simplemente
(fANg)ANh=fAgAh,demodo que

fAgNh=

1
A © 9@ h).

De hecho, podemos hacer la siguiente generalizacién: si f; € A" (V), entonces

1
mA(f1®"'®fr)-

Teorema 3.1.2. (Producto cunia para transformaciones lineales) Si Ty, ... T, € L(V) = A (V)
Y vi,..., 0 €V, entonces

fl/\"'/\fk:

(Ty A= NT) (1, ... vg) = det [T (v;)],
donde [T;(v;)] es la matriz cuyas filas estdn dadas por ¢ y columnas por j.
Demostracion.
(TAN- - ANTR)(v1,.ovp) =A@ - - @ Tk) (v1, - .., V)
= > (sgn O)T1(vo(1)) - T (Vo))

o€Sk
= det[Ti (Uj)}.

O

Como sabemos, el determinante de una matriz se puede interpretar como el volumen del
paralelepipedo formado por los j vectores columnas de la matriz.

Sea eq,...,e, una base para V,y a1, ..., a, una base para el espacio dual V*. Para el multi
indice
I=(i1,...,0)
con i; € N, escribimos e; para denotar (e;,,...,e; ), y a5 para o, A--- A ay,. Por otro lado,

un k—tensor, al igual que una transformacién lineal, queda completamente determinado por
las imagenes de los vectores base. Por tanto, si f € L*(V), entonces f queda determinado por
las imdgenes de todas las k—tuplas (e;,,...,e;. ). Si en particular f es alternante, entonces el
orden de I importa, de modo que adoptaremos un criterio simple para darle un orden. De aqui
en adelante, ordenaremos todos los multi indices de manera estrictamente ascendente, es decir,
escribiremos I = (iq,...,i;) con 1 < iy < -+ < i < n.

Proposiciéon 3.1.2.1. Si I y J son dos multi indices de longitud k, entonces
1 st l=1J,
ar(es) =6 = .
0 sil##J

Demostracion. Tenemos que
ar(ey) = det|ai(ej)lier jes-

Si I = J, entonces [a;(e;)] es la matriz identidad, y su determinante es 1. Si I # J, los compa-
ramos elemento a elemento hasta hallar donde difieren:

= J1e b1 = Ji=1,% 7F Jly- - -
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Sin pérdida de generalidad, podemos asumir 7; < j;. Entonces i; sera diferente de ji,...,75_1
(porque estos son los mismos que i1, ...,4;, y I es estrictamente ascendente), y i; también serd
diferente de ji, ji+1, ---, jr (porque J es estrictamente ascendente). Por lo tanto, i; serd diferente
de j1, ..., jk, y la fila [ de la matriz [a;(e;)] serd cero. Por lo tanto, det[a;(e;)] = 0. O

Proposicién 3.1.2.2. Los k—tensores alternantes oy, forman una base para AF(V).

Demostracion. Primero mostramos la independencia lineal. Supongamos que Y cyay =0, ¢f €
T

R, y I recorre todos los multi indices estrictamente ascendentes de longitud k. Al aplicar ambos
lados a ey, J = (j1 < -+ < jk), obtenemos por la proposicién anterior

0 = ZC[O([(GJ) = ZC[(S§ =dqy,
I I

ya que entre todos los multi indices estrictamente ascendentes I de longitud k, solo hay uno igual
a J. Esto demuestra que los a; son linealmente independientes. Para probar que los a; generan
a A*(V), vamos a probar que si f € A\¥(V), entonces

f:Zf(eI)aJv

donde I recorre todos los multi indices estrictamente ascendentes de longitud k. Sea
9= fler)ar.
I

Por la linealidad y la propiedad alternante, si dos k-tensores concuerdan en todos los e;, donde
J =(j1 < -+ < Jr), entonces son iguales. Pero

gles) =Y flenar(es) = flendh = f(es).
Por lo tanto, f =g =>_ f(er)ay. O

Corolario 3.1.2.1. Si la dimensidn de V es n, entonces la dimensién de A (V) es (7).

Demostracion. Notemos que para formar un multi indice I, debemos escoger k& numeros de
{1,...,n}, lo cual puede hacerse de (Z) formas. O

Corolario 3.1.2.2. Si k > dimV, entonces A*(V) = 0.

Demostracion. En a;, A- - <Ay, , al menos dos de los factores deben ser iguales, digamos o; = a; =
a. Debido a que « es un 1—tensor, aAa = 0 segiin el corolario 4.3.0.1, entonces aA---Aa=0. [

3.2. Formas diferenciales y la derivada exterior

Hasta ahora hemos introducido, al contexto de las variedades diferenciables, una de las herra-
mientas fundamentales del Célculo, que es la derivada o diferencial de una funcién. Como habria
de esperarse, la siguiente tarea deberia ser definir la integral. Al igual que el concepto de funcién
diferenciable sobre una variedad, la integral debe definirse de tal forma que no dependa de las
coordenadas elegidas. Esta tarea no es sencilla (aunque tampoco muy complicada), y se precisa
desarrollar atin mucha teoria para hacerlo satisfactoriamente.
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Como sabemos, en nuestros cursos de Célculo los objetos que se integraban y derivaban eran
funciones. En el contexto de las variedades diferenciables, los objetos que se integran y derivan
son las formas diferenciales, que no son mas que un tipo particular de tensores alternantes. Pode-
mos decir, que las formas diferenciales son la generalizacién de las funciones en el Célculo, y como
tales también pueden ser derivadas e integradas. En consecuencia, de lo que nos ocuparemos por
ahora sera definir a las formas diferenciales. Para nuestros propésitos, la integraciéon de formas
diferenciales no se tratard en este texto, aunque una buena referencia para hacerlo es Munkers
(1991) en su libro “Analysis on manifolds”.

Con las herramientas desarrolladas hasta ahora, podemos ver que (A¥(T*M), M,r) es un
fibrado vectorial diferenciable de rango (Z) cuando la dimensién de M es n. De este modo,
tenemos la siguiente definicion.

Definicién 3.2.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n. Una k— forma diferencial
en M, o simplemente una k— forma, es una seccién w : M — A¥(T* M) que es diferenciable.

Reservamos la notacién Q¥(M) = ['(A*¥(T*M)) para denotar al espacio vectorial de todas
las secciones diferenciales en (AF(T*M), M, ). Por otra parte, definimos las 0—formas como
QM) = C*°(M).

Observemos ademds que si (U, 21, z2,...,%,) es una carta de una variedad M, entonces las
k—formas diferenciales son de la forma w = Y aydxy, pues los diferenciales dx; forman un sistema
coordenado movil. En consecuencia, es sencillo notar que el diferencial df de una funcién f es
una 1—forma, pues recordemos que

n
of
daf = dx;.
f=2_ godi
=1
Por otra parte, al ser las k-formas tensores, podemos aplicar sobre ellas el producto cuna, el
producto tensorial y todo lo que hemos aprendido anteriormente.

Tal como se mencioné anteriormente, en contraste con el Calculo tradicional, donde los ob-
jetos basicos de estudio son funciones, los objetos bésicos en el Célculo en variedades son las
formas diferenciales. Nuestro propdsito ahora es aprender a derivar formas diferenciales. A la
derivada de las formas diferenciales se le llama derivada exterior.

Dependiendo el libro de texto consultado, existen tradicionalmente tres enfoques diferentes
desde los que se introduce la derivada exterior. El primer enfoque, que es probablemente el mas
comun y adoptado en la mayoria de los libros de texto de introduccién a las matematicas y
la fisica, es directamente introducir la derivada exterior como una férmula. El segundo enfoque
consta en dar una lista de las propiedades algebraicas (o axiomas) que deberia tener la derivada
exterior, y posteriormente demostrar que existe un unico operador que cumple dichas propie-
dades y a partir de ahi deducir la férmula. Los libros que usan este enfoque tienden a ser de
naturaleza bastante formal. En el tercer enfoque, se da una definicién geométrica en términos
del limite de la integral de la forma diferenciable sobre la frontera de un paralelepipedo. Este
es un enfoque poco frecuente que tiende a aparecer en textos de ingenieria o fisica aplicada que
quieren enfatizar el significado fisico de la derivada exterior. Si bien este enfoque es realmente
el més geométrico de todos, requiere definir antes la integraciéon de formas diferenciales que la
derivada exterior.
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La razén por la cual hay tantos y tan diferentes enfoques con los cuales se puede abordar a la
dirivada exterior, es que es dificil ver de inmediato por qué la definicién de la derivada exterior de
una forma diferencial es la definicién “correcta” a adoptar. Basicamente, las consecuencias de la
definicién de derivada exterior son tan asombrosamente “buenas” que la definicién tiene que ser
“correcta”. Lo que se quiere decir, es que al definir la derivada exterior de una forma diferencial
de la manera en que estd definida, podemos generalizar perfectamente las principales ideas del
Calculo Vectorial. Por ejemplo, resulta que los conceptos de gradiente, rotacional y divergencia,
se convierten todos en casos especiales de la derivada exterior, y el teorema fundamental de las
integrales de linea, el teorema de Stokes y el teorema de la divergencia, se convierten en casos
especiales de lo que se llama el teorema de Stokes generalizado. En pocas palabras, la definicion
de derivada exterior es la que es, porque “es la que funciona”. Por lo tanto, en este texto usaremos
el primer enfoque para definir a la derivada exterior.

Aunque los origenes de las formas diferenciales no fueron con el propédsito de trabajarlas en
el contexto de las variedades, es interesante explorar la forma en la que fueron concebidas y su
evolucién. De hecho, la motivacion original para la idea de la integral de una k-forma radica en
la teoria de la Variable compleja, y gran parte de su desarrollo fue realizado por fisicos.

Definicién 3.2.2. La derivada exterior es el operador D : QF(M) — Q¥+ (M) con k > 0 tal
que

i) si f € QO(M), entonces
Df = df,

i) si we QF(M) yne QY(M), entonces

D(wAn) =DwAn+ (—1)*w A Dy,

iii) si w € QF(M), entonces
D(Dw) = 0.

Notemos que si (U, z1, ..., Z,) es una carta para una variedad M, y w € QF (M), entonces
Duw = D(Zaﬂm)
I
= ZD(aldmI) = ZD(GI Adxr)
I I
= Z ((Dal) Ndzp+ (fl)kalDdxl) por ii)
I
= (Day) Adar + (=1) > arDdxy
I I

= Z(Da[) Adxy pues Ddzy = 0 por iii), y 1)
T

" da

= Z —Idxj Adxy por i).

- 89@

I

Definicién 3.2.3. Una k—forma diferencial w sobre una variedad M es cerrada si Dw = 0, y es
ezacta si w = D7 para alguna (k—1)—forma 7. Como D(Dw) = 0, toda forma exacta es cerrada.
En general, no toda forma cerrada es exacta.
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Los conceptos de pushforward y pullback son muy importantes y estan intimamente relacio-
nados. En espanol estos conceptos respectivamente se llaman aplicacion progrediente y aplicacion
regrediente. Sin embargo, las palabras en inglés representan mejor la naturaleza de estas ideas.

La palabra pushforward puede entenderse como “empujar hacia adelante”, mientras que pull-
back puede entenderse como “jalar hacia atrdas”. En el contexto de las variedades diferenciables,
la idea general basicamente es expresar el hecho de que a partir de una funcién entre dos va-
riedades f : M — N, podemos “empujar hacia adelante” (pushforward) vectores tangentes de
M hacfa la variedad N por medio del diferencial f. : T),(M) — Ty, (V). Por otra parte, si
h: N — R es una funcién diferenciable, entonces podemos “jalar hacia atrds” (pullback) a la
funcién h por medio de la funcién f a través de la composicién ho f : M — R. Formalmente,
tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 3.2.4. Dada una funcién f : M — N, definimos el pushforward de f como la funcién
f* = df : TP(M) — Tf(p)(N)

Definicién 3.2.5. Dadas dos funciones f : M — N y h : N — R, se define el pullback de h
determinado por f como la funciéon f*h = ho f : M — R. Cuando el contexto lo permita y no
haya riesgo de confusion, podemos denotar al pullback simplemente por f*.

Como el pullback “jala hacia atrds” funciones, podemos en particular “jalar” k—formas de
QF(N) a QF(M). Formalmente, se tiene la siguiente definicién.

Definicién 3.2.6. Dada una funcién f : M — N y una k—forma w € QF(N), el pullback de w
en p € M es la funcién f*w : Q¥(N) — QF(M) definida por

(f*w)p(vlav27 ...,Uk) == wf(p)((f*)p”l, (f*)pv27 ceey (f*)pvk)v (31)
con v; € T,(M).

La expresién (3.1) indica muy bien la relacién que existe entre el pullback y el pushforward.
En palabras, podriamos decir que en el punto p € M, la imagen de los vectores v; bajo la k—forma
w “jalada hacia atrds”, es decir (f*w)p,, es igual a la imagen en el punto f(p) de los vectores v;
“empujados hacia adelante”, o sea (fx)pv;, bajo la k — forma w.
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Capitulo 4

Cohomologia de De Rham

Las definiciones y los resultados principales de este capitulo son obtenidos de |2, Cap 1y 2],
[4, Cap 17], [7, Cap 7], [8, Cap 5].

La homologfa es un concepto que se utiliza en muchas ramas del Algebra y la Topologfa.
Histéricamente, Poincaré utilizé por primera vez el término “homologia” en el contexto de la
Topologia con el proposito de hallar “hoyos” en las variedades, pues estos constituyen un inva-
riante topoldgico. El concepto de homologia procede de un vocablo de la lengua griega que puede
traducirse como “correspondencia” o “acuerdo”. El término hace mencién a la relacién que se
crea a partir de semejanzas o rasgos idénticos de dos elementos que se encuentran en ambitos
o contextos diferentes. En particular, a nosotros nos interesara la homologia existente entre las
propiedades topoldgicas de una variedad diferenciable (en particular los “hoyos” que “tiene”
esta) con cierta construccién algebraica que llamamos complejo de cadenas. De esta forma, la
homologia nos permitira estudiar las propiedades topolégicas de una variedad diferenciable desde
el contexto del Algebra.

Para entrar mas en contexto, vamos a introducir de manera informal y aproximada las ideas
de la homologia para poder entender por qué sirve para detectar “hoyos”. Posteriormente dare-
mos una definicién formal de homologia y complejo de cadenas. Con esto, tendremos casi toda
las herramientas necesarias para desarrollar la cohomologia de De Rham.

La palabra “hoyo” tiene muchos significados en el habla cotidiana. Podemos decir que es posi-
ble hacer un “hoyo” en la tierra, o decir que una olla de cocina tiene un “hoyo”. Sin embargo, los
matematicos estan interesados en detectar un tipo especifico de “hoyos”, que pueden describirse
como un espacio cerrado y hueco. Un “hoyo” unidimensional podemos pensarlo como una liga.
La linea ondulada que forma la liga estd cerrada (a diferencia de una cuerda suelta) y hueca (a
diferencia del perfmetro de una moneda).

Extendiendo esta légica, un “hoyo” bidimensional pareceria una bola hueca. De esta forma,
ejemplos de los “hoyos” que buscamos (cerrados y huecos) son los balones de fitbol, pero no las
ollas de cocina o las bolas de boliche.

Aunque pensar en “hoyos” de esta manera puede ayudar a nuestra intuicién, no es lo suficien-

temente precisa como para calificar como una definicién matemética. No describe claramente los
hoyos en dimensiones superiores, por ejemplo. Es por eso que hemos puesto entre comillas siem-
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pre a la palabra “hoyo”. De hecho, en matematicas no existe una definicién clara y satisfactoria
de la palabra hoyo, de forma que su uso siempre es de una manera informal.

Para estudiar los hoyos, la clave es centrar la atencién en las “fronteras”. La frontera de un
objeto es la coleccién de puntos en su periferia, y siempre es una dimensién mas baja que la del
objeto original. Por ejemplo, la frontera de un segmento de recta (un intervalo cerrado) consta
de dos puntos en cada extremo (los puntos se consideran de dimensién cero). La frontera de un
tridngulo solido es el tridngulo hueco, que consta de aristas unidimensionales. De manera similar,
la pirdmide sélida tiene por frontera una piramide hueca.

Si se unen dos segmentos de recta mediante uno de sus puntos frontera de manera que formen
una letra V, los puntos frontera donde se encuentran dejan de ser frontera. Por separado, los dos
segmentos tenian cuatro puntos frontera en total, pero cuando se unen, la forma resultante solo
tiene dos puntos frontera nuevamente.

Si se pega un tercer segmento cerrando la figura, creando asi un tridngulo hueco, todos los
puntos frontera desaparecerdn. Cada punto frontera de los tres segmentos se “cancela”’ con otro
al formar el triangulo, y el tridngulo hueco queda sin frontera. Entonces, cada vez que una co-
leccién de segmentos forman una figura cerrada, la figura resultante no tiene frontera y se forma
un hoyo. A las figuras que no tienen frontera las llamaremos ciclos. En consecuencia, todo lo
homeomorfo al tridangulo hueco es un hoyo, y en consecuencia un ciclo.

Note que las formas cerradas o ciclos solo forman un hoyo si la regién central es hueca, como
en el caso de una liga. Un tridngulo dibujado en un papel es un ciclo pero no es un hoyo porque
el centro esta lleno. De esta forma, el triangulo es frontera de todo el pedazo de papel que encierra.

Por lo tanto, los hoyos tienen dos importantes caracteristicas. Primero, un hoyo es algo que
no tiene frontera. Y segundo, un hoyo no es frontera de otra cosa. Dicho en otras palabras, un
hoyo es un ciclo que no es frontera de otra cosa. El ejemplo del tridngulo hueco es perfecto, pues
hemos visto que no tiene frontera, y tampoco es frontera de otra cosa.

Note que un hoyo no es algo que tengan las figuras, sino que nos referimos a la figura en si
como un hoyo. Asi, decimos que la liga es un hoyo, y no que la liga tiene un hoyo. Es semejante
a hacer la distincién al decir que “el rio tiene un remolino” a decir que “el remolino es el rio”.
En este segundo caso, un remolino no es algo que tienen los rios, sino es una forma en la que se
configuran los rios.

Esta “definicién” de hoyo puede extenderse a dimensiones superiores. Un tridngulo sélido
bidimensional estd delimitado por tres aristas. Si une varios tridangulos, algunos puntos frontera
desaparecen. Cuando cuatro triangulos se acomodan para formar una piramide hueca, el resul-
tado es un objeto sin frontera, y en consecuencia es un ciclo. Como estd hueca la piramide, es
decir, no es frontera de algo més, entonces forma un hoyo bidimensional. Todo lo homeomorfo a
esta piramide también es un ciclo.

Para encontrar todos los tipos de hoyos dentro de un espacio topoldgico particular, se constru-
ye algo llamado complejo de cadenas. Como sabemos, se pueden construir espacios topolégicos
pegando piezas de diferentes dimensiones. El complejo de cadenas puede entenderse como un
diagrama que da las instrucciones del “montaje” de un espacio topolégico hecho de otros espa-
cios de dimensiones mas bajas. Cada uno de los espacios topolégicos involucrados en el montaje
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se agrupan de acuerdo a su dimensién y luego se organizan jerarquicamente: el primer nivel
contiene todos los puntos, el siguiente nivel contiene todas las lineas, etc. (También hay un nivel
cero vacio, que simplemente sirve como base). Cada nivel estd conectado con el que estd debajo
de él mediante flechas, que indican como estan pegados.

Los matematicos extraen la homologia de un espacio topoldgico y su complejo de cadenas,
lo que proporciona datos estructurados sobre los componentes del espacio y sus fronteras, que
es exactamente lo que se necesita para encontrar hoyos de todas las dimensiones. Cuando usa el
complejo de cadenas, los procesos para encontrar un hoyo de 10 dimensiones y un hoyo unidi-
mensional son casi idénticos (excepto que uno es mucho mas dificil de visualizar que el otro).

En su tesis doctoral, Georges De Rham demostré que las formas diferenciales satisfacen las
mismas propiedades que los ciclos y las fronteras descritas por la homologia, demostrando de
hecho una dualidad entre lo que ahora se denomina cohomologia de De Rham y la homologia
singular con coeficientes reales. Aunque De Rham no definié explicitamente su cohomologia en
ese articulo, estaba implicita en su trabajo. Una definicién formal de la cohomologia de De Rham
aparecié hasta 1938.

A partir de los trabajos de Poincaré, muchos matematicos se dedicaron a estudiar tinicamente
a los complejos de cadenas, sin considerar sus implicaciones topologicas, creando lo que hoy se
conoce €OMo Algebra Homolégica. En lo que sigue de este capitulo, nos vamos a dedicar a
introducir las nociones bésicas del Algebra Homolégica sin perder de vista sus origenes.

4.1. Conceptos basicos del Algebra Homoloégica

Definicién 4.1.1. Un complejo de cadenas consiste en un conjunto de estructuras algebraicas
{C;} (todas del mismo tipo, como grupos abelianos, anillos, médulos, espacios vectoriales, etc.)
y un conjunto de funciones {d;} que preservan la estructura algebraica, tales que la construccién

dn

dpt1
Cn+1 Cn C(n—l >

satisface que di, o di41 = 0, para todo k.

Note que la sucesién es descendente en los subindices. Dado un complejo de cadenas definida
como arriba, definimos al complejo de cocadenas como sigue.

Definicién 4.1.2. Un complejo de cocadenas, denotado por C,, consiste en un conjunto de
estructuras algebraicas {C;} (todas del mismo tipo) y un conjunto de funciones {d;} que preservan
la estructura algebraica, tales que la construcciéon

dn_1 dn

Cnf 1 Cn

Cn+1 [

satisface que di o dp_1 = 0, para todo k.

En términos sencillos, el complejo de cocadenas se obtiene al invertir el sentido de las flechas.
Obsérvese que la condicién dyody_1 = 0 implica que im(dg—1) C ker(dy). Por otra parte, de aqui
en adelante asumiremos, sin pérdida de generalidad, que las estructuras algebraicas asociadas a
los complejos de cocadenas seran espacios vectoriales. Igualmente todas las definiciones se aplican
para grupos, modulos, anillos, etc.
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Definicién 4.1.3. Una sucesion de transformaciones lineales

A%B%C’

se dice que es exacta en B si im(f) = ker(g). Si una sucesién

fo f1 f2 frn-1

C'0 On

Ch Cs

es exacta en cada C; excepto en Cy y C,, decimos simplemente que es exacta.
Es sencillo ver que cuando A = 0, la sucesién
f g
A—— B —C
es exacta si y solo si ker(g) = im(f) = 0, de modo que g es inyectiva. Similarmente, si C' = 0,
entonces la sucesién es exacta si y solo si im(f) = ker(g) = B, y por tanto f es sobreyectiva.
Proposicién 4.1.0.1. Supongamos que la sucesion de tres términos

ALB%C

es exacta. Entonces
i) la funcién f es sobreyectiva si y solo si g es la funcién cero.
it) la funcidn g es inyectiva si y solo si f es la funcidn cero.

Demostracion. i) Supongamos primero que f es sobreyectiva, de modo que im(f) = B. Como
la sucesién es exacta, entonces, im(f) = B = ker(g), v al ser B = ker(g), se sigue que g es
la funcién cero. Por otra parte, si suponemos que g es la funcién cero y la sucesién es exacta,
entonces im(f) = B = ker(g), cumpliéndose que f es sobreyectiva, pues im(f) = B.

i1) Supongamos primero que g es inyectiva y la sucesion es exacta. Entonces ker(g) = {0} =
im(f), y por tanto f es la funcién cero. Por otra parte, supongamos que f es la funcién cero y
que la sucesién es exacta. Entonces, ker(g) = {0} = im(f), de modo que g es inyectiva. O

Consideremos una complejo de cocadenas

d7,71 dn

Cn—l Cn Cn—i—l —

como im(di_1) C ker(dy), podemos formar el espacio vectorial cociente

ker(dy)

k —
" (C.) T im(dkfl)

que se llama el k-ésimo espacio vectorial de cohomologia de C,. Sirve para saber en qué medida
el complejo de cocadenas falla en ser exacta en el espacio Cy.

Los elementos de C} se llaman cocadenas de grado k o también k-cocadenas. Una k-cocadena
de ker(dy) se llama k-cociclo y una k-cocadena de im(di—1) se llama cofrontera. La clase de
equivalencia [c] € H¥(C,) de un k-cociclo ¢ € ker(dy) se llama clase de cohomologfa.

Si en lugar de un complejo de cocadenas consideraramos un complejo de cadenas, todas las

definiciones anteriores se introducen de manera anéloga, quitado simplemente el prefijo “co”. De
esta manera, quedan definidos los espacios de homologia, las k-cadenas, k-ciclos, etc.
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Definicién 4.1.4. Si A, y B, son dos complejos de cocadenas con funciones {d;} y {d}} respec-
tivamente, una funcién de cocadenas ¢ : Ay — B, €s una coleccién de transformaciones lineales
(o en general funciones que preserven la estructura) ¢y : Ay — By, una para cada k, tal que el
siguiente diagrama conmuta

di—1 dy

Ap_1 Ay, Apyr — -+
lﬂok—l lvk J/@k{»l
dj,_ d),
B4 By, By —— -+

Una funcién de cocadenas ¢ : A, — B, induce naturalmente una transformacién lineal en
las cohomologias

©* : H*(A,) — H*(B.)
dada por

4.2. Categorias y funtores

La Teoria de Categorias es una rama de las matematicas que proporciona un marco unificado
para estudiar la estructura y las propiedades de los objetos matematicos y las relaciones entre
ellos. Es particularmente 1til en dreas de las matematicas como el Algebra, la Topologia y la
Loégica, pero también se ha aplicado a otros campos como la Informatica, la Fisica e incluso la
Lingiiistica.

Una de las principales ventajas de la Teoria de Categorias es que permite una forma mas
abstracta y general de pensar sobre los objetos matemaéticos y sus relaciones. Al estudiar las
propiedades de una categoria, que es esencialmente una coleccién de objetos y flechas entre esos
objetos llamadas morfismos, a menudo se pueden inferir las propiedades de los objetos y los mor-
fismos dentro de ella, sin necesidad de conocer los detalles especificos de esos objetos. Esto puede
conducir a una mayor percepcién y comprension de las estructuras matematicas subyacentes.

Otra ventaja de la Teoria de Categorias es que permite la formulacién de teoremas y cons-
trucciones potentes y generales que se pueden aplicar a una amplia variedad de contextos ma-
tematicos. Por ejemplo, el lema de Yoneda, un resultado fundamental en la Teoria de Categorias,
proporciona una forma de comprender las propiedades de los funtores y las transformaciones
naturales, que son herramientas importantes en muchas areas de las matematicas.

Ademas, la Teoria de Categorias proporciona un marco para estudiar y razonar sobre las
propiedades de diferentes estructuras matemadticas, como estructuras algebraicas o topolégicas,
de manera similar, independientemente de las caracteristicas especificas de la estructura. Esto
permite una mayor comprensién y simplificacién de sistemas mateméticos complejos.

En resumen, la Teoria de Categorias es un marco matematico poderoso que puede ayudar a
unificar y simplificar el estudio de estructuras mateméticas complejas y se ha aplicado en muchos
campos, brindando una comprension mas profunda de las matemaéticas subyacentes.

Definicién 4.2.1. Una categoria C consta de una coleccién de objetos A, B, C, ... y un conjunto
de flechas llamadas morfismos f, g, h, ... entre estos objetos, de tal manera que:
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» Para cada par de objetos A y B, existe un conjunto Hom(A, B) de morfismos desde A
hasta B.

= Para cada cuarteto de objetos A, B, C y D, existe una operacion de composicion o :
Hom(B,C)xHom(A, B) — Hom(A, C) que cumple con ser asociativa: (fog)oh = fo(goh)
para todo f € Hom(C,D),g € Hom(B,C) y h € Hom(A, B).

» Para cada objeto A existe un morfismo identidad id4 € Hom(A, A) tal que para cualquier
morfismo f € Hom(A, B), se tiene idgo f = fy foida = f.

Ejemplo 4.2.1. La categoria de grupos.

La categoria de grupos, denotada por G, cuyos objetos son grupos y los morfismos son
homomorfismos de grupos. En esta categoria, la composiciéon de morfismos se da por la
composicion de homomorfismos, y el morfismo identidad para un grupo G es el homo-
morfismos identidad de G.

Ejemplo 4.2.2. La categoria de espacios topoldgicos.

La categoria de espacios topoldgicos, denotada por 7T, cuyos objetos son espacios to-
poldgicos y los morfismos son funciones continuas. En esta categoria, la composicién de
morfismos se da por la composicién de funciones porque la composicion de funciones con-
tinuas es continua, y el morfismo identidad para un espacio topolégico X es la funcion
identidad sobre X, la cual es continua.

Ejemplo 4.2.3. La categoria de complejo de cocadenas.

Podemos definir la categoria de complejo de cocadenas, denotada A, como la categoria
cuyos objetos son complejos de cocadenas y morfismos son funciones de cocadenas.

.

Ejemplo 4.2.4. La categoria de variedades diferenciables.

Podemos definir la categorfa de variedades diferenciables, denotada M®™°°t%h  como la
categoria cuyos objetos son variedades diferenciables y cuyos morfismos son los difeomor-
fismos.

Definicién 4.2.2. Dados dos objetos A y B en una categoria C, un morfismo f: A — B es un
isomorfismo si existe un morfismo g: B — A tal que go f =iday fog=1idg.

Definicién 4.2.3. Un funtor covariante, es una funcién entre categorias que preserva la estruc-
tura de las categorias. Dadas dos categorias C y D, un funtor covariante F' : C — D asigna a
cada objeto A en C un objeto F(A) en D, y a cada morfismo f : A — B en C, un morfismo
F(f): F(A) — F(B) en D de tal manera que las siguientes propiedades se cumplen:

» F(ida) = idp(a) para cada objeto A en C,

» F(go f) = F(g)o F(f) para cada par compuesto de morfismos f : A — Byg: B — Cen

C.
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Teorema 4.2.1. Sea F : C — D un functor covariante. Si f : A — B es un isomorfismo en la
categoria C, entonces F(f): F(A) — F(B) es un isomorfismo en D.

Demostracion. Dado que f es un isomorfismo en C, tiene un inverso g : B — A tal que gof = ida
y fog=1idp. Segin la definicién de un funtor covariante, F'(f) se asigna a f y F(g) se asigna
a g. Ahora, mostraremos que F(g) es el inverso de F(f). Por definicién de funtor covariante,
tenemos que

F(g)o F(f) =F(go f) = F(ida) = idp(a),
F(f)oF(g) = F(fog)=F(idp) = idp ).
Por tanto F(f) : F(A) — F(B) es un isomorfismo en D. O

4.3. Cohomologia de De Rham

Si M es una variedad de dimensién n, entonces el conjunto {Q°(M), Q1 (M), ..., Q" (M)} y
el operador diferencial D : QF(M) — QF+1(M) determinan un complejo de cocadenas, pues
para w € QF(M), D(Dw) = (D o D)w = 0. Ademds, como D es lineal, su kernel e imagen son
subespacios. Definamos

ZF(M) = ker(D : Q¥(M) — Q¥ (M)) = {k-formas cerradas en M},

B*(M) = im(D : Q¥ (M) — QF(M)) = {k-formas exactas en M}.

Por convencién, consideramos a Q¥ (M) como el espacio nulo cuando & < 0 o n < k. Como
toda forma exacta es cerrada, B¥(M) es un subespacio de Z¥(M), por tanto podemos hablar del

espacio de cohomologia
Z*(M)

el cual recibe el nombre de k-ésimo espacio de cohomologia de De Rham.

Teorema 4.3.1. Si una variedad M tiene r componentes conezas, entonces H°(M) = R". Un
elemento de HO(M) estd dado por una r—tupla de nimeros reales, y cada uno de ellos representa
una funcion constante en una componente conexa de M.

Demostracion. Puesto que no hay 0—formas exactas
H(M) = Z°(M).

Supongamos que f € H°(M), de modo que df = 0. Para cualquier carta (U, z1, T2, ..., Zp),

df = Z Be; dz;.
=1
of

Por tanto, df =0 en U si y solo si todas las derivadas parciales 527 son cero en U. Esto es equi-
valente a que f es constante en U. En consecuencia, las 0—formas cerradas en M son justamente
las funciones constantes en M. Tales funciones deben ser constantes en cada componente de
M. Si M tiene r componentes conexas, entonces una funcién constante en M puede expresarse

mediante una r—tupla ordenada de ntimeros reales. Por tanto Z°(M) = R". O
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Ejemplo 4.3.1. Cohomologia de De Rham de la recta real.

Como la recta real R es conexa, por la proposicién anterior
H°R) =R.

Por otra parte, sabemos que no hay 2—formas en R. Esto implica que toda 1—forma
en R es cerrada. Una 1 — forma f(x)dz en R es exacta si y solo si existe una funcién
diferenciable g(x) en R tal que

f(2)dz = dg = ¢ (z)de,

donde g(x) es simplemente la antiderivadada f(x),

oe) = [ (o

Esto prueba que toda 1—forma en R es exacta. Por lo tanto, H!(R) = 0. En combinacién
con el hecho de que QF(M) es el espacio nulo cuando n < k, tenemos que

Hk(R)— R sik=0,
o sik>1.

El siguiente resultado a exponer se introducird en forma de axioma. Es un resultado muy
poderoso y serd el Unico que enunciaremos y aceptaremos sin demostracién, pues su prueba
requiere ain de muchos resultados y teoria que se alejan de nuestros propésitos. Existen textos
muy buenos que abordan la prueba de este resultado en su total extension. Tres buenas opciones
son [7], 2] y M.

Teorema 4.3.2. Sean M y N wvariedades con el mismo tipo de homotopia, y f : M — N una
equivalencia homotopica. Entonces, la funcion f induce las funciones

& HY(N) — HY(M)
que son todas isomorfismos.

EL teorema anterior insinta la existencia de un funtor entre dos categorias. Se trata de el
funtor de De Rham, que asigna a un difeomorfismo f : M — N entre dos variedades a todos los
isomorfismos f* : H¥(N) — H¥(M) entre sus espacios de cohomologia de De Rham. Por otra
parte, el funtor asigna a cada variedad M sus espacios de cohomologia de De Rham, que son
los espacios de cohomologia del complejo de cocadenas de formas diferenciales. El funtor de De
Rham es una herramienta poderosa en geometria diferencial y topologia, ya que permite estudiar
la topologia de una variedad utilizando la estructura algebraica del complejo de cocadenas. Dicho
en otras palabras, nos permite resolver problemas en el mundo de las variedaes diferenciables
desde el mundo del Algebra.

Corolario 4.3.2.1. Supongamos que S es una subvariedad de M y F es una retraccion por
deformacion de M a S. Sea r : M — S la retraccion r(z) = F(z,1). Entonces r induce un
isomorfismo en la cohomologia

r* HE(S) — H*(M).
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Demostracion. Sabemos que toda retraccién r : M — S es una equivalencia homotépica, y por
el corolario anterior, la funcién inducida r* es un isomorfismo. O

Corolario 4.3.2.2. (Lema de Poincaré) La cohomologia de R™ es

R sik=0,
H*(R") = :

0 sik>1.
Demostracion. Como R™ tiene una sola componente conexa, H°(R") = R. Luego, al ser R"
contractil via la homotopia lineal F(z,t) = ¢ + ¢t(x — ¢) con g € R™, entonces tiene la misma
cohomologia que un punto, cuya dimesnién es 0, de modo que para k > 1, H*(R") = 0. O

De hecho, es facil notar que cualquier variedad contréctil tiene las misma cohomologia que
un punto.

7~

Ejemplo 4.3.2. Cohomologia del plano sin un punto.

Probemos primero que el plano sin un punto tiene el mismo tipo de homotopia que la
circunferencia. Sea p € R™. Definamos f : S* — R? — {p} y g : R? — {p} — S* tales que
f(z) = ﬁ y g(z) = z, entonces se tiene

fog=1Is ~Is

gof~Iriy)

donde la homotopia es
r—p
ti
||z — pl|
con z € R? — {p}, t € R. Por tanto, como el plano sin un punto tiene el mismo tipo de
homotopia que la circunferencia, H*(R? — {p}) es isomorfo a H*(S') para todo k > 0.

H(z,t)=(1—-t)xz+

Como todo homeomorfismo es una equivalencia homotoépica, se sigue de los corolarios ante-
riores que la cohomologia de De Rham es un invariante topoldgico. Este resultado es notable,
porque la definicién de los espacios de cohomologia de De Rham estédn intimamente ligados a la
estructura diferenciable de la variedad, y no teniamos ninguna razon a priori para esperar que
diferentes estructuras diferenciables en la misma variedad daran lugar a los mismos espacios de
cohomologia de De Rham.

Para finalizar este trabajo mencionamos uno de los principales invariantes topoldgicos: la

caracteristica de Fuler, que puede expresarse en términos de la cohomologia de De Rham de la
siguiente manera:
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